LXII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(1 wrzesnia 2010 r. — 6 grudnia 2010 r.)

Zadanie 1.  Wyznaczy¢ wszystkie takie pary (a,b) liczb wymiernych dodatnich,

Va+vVb=1\4+7.

Rozwigzanie
Przypusémy, ze dodatnie liczby wymierne a i b spetniaja dana w tresci
zadania rownosé. Przeksztalcajac ja otrzymujemy kolejno

a+2vVab+b=4+7,
2Vab=4—a—b+7,
dab=(4—a—b)*+2(4—a—b)VT7+T,
dab—(4—a—b)>—T7=2(4—a—b)VT.
Liczby a i b sa wymierne, za$ liczba /7 jest niewymierna. Zatem ostatnia

z powyzszych réwnosci moze mie¢ miejsce jedynie wtedy, gdy obie jej strony
sg rowne zeru, skad otrzymujemy uktad réwnan

a+b=4
dab=T7"

By rozwiazaé ten uklad obliczamy, ze (a—b)? = (a+b)? —4ab=4>—-7=9, skad
uzyskujemy alternatywe dwéch uktadéw:

{CH_ lub {a+

a—b=3 a—b=-3
To daje dwie pary: (a,b) = (%,1) oraz (a,b)=(%,2).

Pozostaje sprawdzi¢, ze obie te pary maja zadana wtasnos¢, czyli ze
prawdziwa jest rOwnosé \/; + \/g =1/4++/7. O jej prawdziwosci przekonu-
jemy sie jednak natychmiast po obustronnym podniesieniu do kwadratu.

. . . . _ T . _ ird

Odpowiedz: Szukanymi parami sa (a,b) = (%,3) i (a,b)=(3,1).

Zadanie 2. Dane sg liczby catkowite dodatnie m, n oraz d. Udowodnié, ze jezeli
liczby m*n+11imn?+1 sa podzielne przez d, to réwniez liczby m>+1
i n®+1 sg podzielne przez d.
Rozwigzanie
Z warunkéw zadania wynika, ze liczba

n(m*n+1)—m(mn?®+1)=n—m
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jest podzielna przez d, gdyz lewa strona jest réznica dwéch iloczynow, w kto-
rych drugi czynnik jest podzielny przez d. Ponadto

m3+1=m?(m—n)+(m?*n+1),
n®+1=n*n—m)+(mn?+1),

a wiec liczby m?+1 i n®+1 sa sumami liczb podzielnych przez d, co konczy
rozwiazanie.

Zadanie 3. W czworokacie wypuklym ABCD punkty M i N s3 odpowiednio
srodkami bokéw AB i CD, za$ przekatne przecinaja sie w punk-
cie E. Wykazal, ze prosta zawierajaca dwusieczng kata BEC jest
prostopadta do prostej M N wtedy i tylko wtedy, gdy AC'=BD.

Rozwigzanie

Niech K bedzie érodkiem boku BC', niech F' bedzie punktem przeciecia
odcinkow KM i BD oraz niech G bedzie punktem przecigcia odcinkow KN

i AC (rys. 1).

C

rys. 1

Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa uzyskujemy
(1) KMJ|AC i KM=3AC  oraz KN|BD i KN=3BD.

Wobec tego czworokat EF K G jest réwnoleglobokiem, a wiec dwusieczna kata
BEC jest rownolegta do dwusiecznej kata MK N.

Jak wiadomo, dwusieczna kata wewnetrznego w tréjkacie jest prostopa-
dta do przeciwleglego boku wtedy i tylko wtedy, gdy dwa boki przylegle do
tego kata maja réwne dtugodci. Zatem dwusieczna kata MK N jest prosto-
padla do prostej M N wtedy i tylko wtedy, gdy KM = KN; z kolei w mysl
zaleznosci (1) warunki KM = KN i AC = BD sa réwnowazne. To konczy
dowodd rownowaznosci sformulowanej w zadaniu.



Zadanie 4. Dana jest liczba naturalna k. Dowies$é, ze z kazdego zbioru liczb cal-

kowitych, majacego wiecej niz 3% elementéw, mozna wybraé
(k+1)-elementowy podzbidér S o nastepujacej wiasnodci:
Dla dowolnych dwoch réznych podzbioréw A, B C S suma wszyst-
kich elementéw zbioru A jest rézna od sumy wszystkich elementow
zbioru B. (Przyjmujemy, ze suma elementéw zbioru pustego wy-
nosi 0.)

Rozwigzanie

Zbiory o opisanej wlasnosci nazwiemy zbiorami rozrézniajgcymi sumy.

Udowodnimy, ze jezeli X ={x1,x2,...,2,} jest n-elementowym zbiorem
liczb catkowitych rozrézniajacym sumy, to istnieje co najwyzej 3" takich liczb
catkowitych x, ze X' ={x,x1,22,...,2,} nie jest (n+1)-elementowym zbiorem
rozrdézniajacym sumy.

Wykluczamy najpierw wartosci z=x1,xa,...,%,, gdyz dla nich zbiér X’
nie ma n—+ 1 réznych elementow.

Nastepnie, jezeli zbiér X' nie rozréznia sum, to istniejg dwa rézne pod-
zbiory A, BC X' o jednakowych sumach elementéw. Usuwajac z nich wspo6lne
elementy mozemy przyjac, iz sa to podzbiory roztaczne. Ponadto zbiér X roz-
roznia sumy, a wiec do jednego z tych podzbioréw musi nalezeé¢ liczba z; niech
na przykltad o € A. Zatem A= {x,z; ,z,,...,2;,} 1 B={xj,zj,,...,25,},
gdzie wszystkie wskazniki 41, ..., ip, J1, ..., Jq Sa r6zne. Zbiory A i B maja
jednakowe sumy elementéw, skad uzyskujemy réwnosé

T=Tj +Tj,+...+Tj, —Tiy —Tiy —-..—Tj,.
Wobec tego x jest liczba postaci 121 +e2x2+ ... +epx,, gdzie g, € {—1,0,1}
dla +=1,2,...,n; taka posta¢ maja réwniez wykluczone wczesniej wartosci
r=1x1,%3,...,T,. Poniewaz istnieje 3" ciagdw n-elementowych (1,€3,...,&,)

o wyrazach z 3-elementowego zbioru {—1,0,1}, wiec istnieje co najwyzej 3"
liczb wskazanej postaci, co dowodzi poczatkowego stwierdzenia.

Przechodzac do rozwiazania zadania oznaczmy przez K dany w tresci
zbiér liczb calkowitych, majacy wiecej niz 3% elementéw. Wybierzmy naj-
pierw dowolny jednoelementowy podzbior S; C K, ktorego elementem jest
liczba rézna od zera; podzbiér ten oczywiscie rozréznia sumy. Przyjmijmy
teraz, ze mamy dany n-elementowy podzbior S,, C K rozrézniajacy sumy. Na
mocy udowodnionego stwierdzenia istnieje najwyzej 3" liczb catkowitych x,
dla ktérych S, U{zx} nie jest (n-+1)-elementowym zbiorem rozrézniajacym
sumy. Zatem jezeli n < k41, to liczba 3™ jest mniejsza od liczby elemen-
téw zbioru K. W efekcie istnieje taka liczba x € K, ze Sy,4+1 =S, U{z} jest
(n+1)-elementowym podzbiorem rozrézniajacym sumy.

Postepujac w ten sposob skonstruujemy cigg S1 C S5 C... C S, C Skt
podzbioréw zbioru K rozrézniajacych sumy. Zbiér S = Si41 spelnia wowczas
warunki zadania.



Zadanie 5. Krawedzie dwunastoScianu foremnego chcemy ponumerowad
liczbami 1, 2, ..., 30, uzywajac kazdej z nich dokladnie raz. Roz-
strzygnaé¢, czy mozna to uczyni¢ tak, aby suma numeréw krawedzi
wychodzacych z dowolnego wierzchotka byta:

a) parzysta;
b) podzielna przez 4.

Rozwigzanie

a) Dwunastoscian foremny sklada sie z dolnej podstawy i pieciu $cian
do niej przylegtych oraz gérnej podstawy i pieciu Scian do niej przylegtych.
Istnieje 10 krawedzi, ktérych zaden koniec nie nalezy do podstaw; krawedzie
te tworza, droge zamknieta o dlugosci 10.

Pomalujmy na czarno krawedzie tworzace te wlasnie droge oraz kra-
wedzie dolnej podstawy (na rys. 2 wymienione krawedzie sa pogrubione).
YLacznie otrzymujemy w ten sposéb 15 czarnych krawedzi. Ponadto z kazdego
wierzchotka gornej podstawy nie wychodzg zadne czarne krawedzie, a z do-
wolnego innego wierzchotka wychodza dokladnie dwie czarne krawedzie.

rys. 2

Ponumerujmy teraz w dowolny sposéb czarne krawedzie liczbami niepa-
rzystymi 1, 3, ..., 29, za$ pozostale krawedzie — w dowolny sposéb liczbami
parzystymi 2, 4, ..., 30. Woéwczas z kazdego wierzchotka wychodzi parzysta
liczba krawedzi ponumerowanych liczbami nieparzystymi. Stad suma nume-
row krawedzi wychodzacych z kazdego wierzchotka jest parzysta.

b) Przypuéémy, ze krawedzie danego dwunastoscianu ponumerowano
liczbami 1, 2, ..., 30. Wpiszmy w kazdym wierzchotku dwunastoscianu sume
numeréw trzech wychodzacych zen krawedzi. Kazda krawedz ma dwa konce,
wiec suma S wszystkich liczb znajdujacych sie w wierzchotkach jest dwu-
krotnos$cia sumy numerdéw wszystkich krawedzi: S=2(14+2+...430)=30-31.
Wobec tego suma S jest liczbg niepodzielng przez 4; to za$ oznacza, ze nie
we wszystkich wierzchotkach dwunastoscianu wpisana jest liczba podzielna
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przez 4. Zatem nie istnieje ponumerowanie krawedzi o wymaganej wtasnosci.
Odpowiedz: a) Tak. b) Nie.

Zadanie 6. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja warunek
at+ v+t Za?’—i—b?’—}—c?’.
Udowodnié, ze
3

a b e
+ + > V3.
\/b4—|—b202—|—c4 \/c4~|—02a2—|—a4 \/a4+a2b2 _|_b4

Rozwigzanie
Wykazemy, ze prawdziwa jest nieréwnoscé

a’ at

1 >3- .
W Vbt +b2¢2 + ¢t va ad+b3+4¢3

Nieréwnos¢ ta jest kolejno réwnowazna nieréwnosciom:

a3+ +c3) > a4\/3(b4+b202 +ct),

a3+ > a\/3(b4 +02c2+ct),
(a®+b°4+¢*)? > 3a® (b + 022 +- ),

i w efekcie zalezno$¢ (1) jest rownowazna zaleznosci

(2) a® +b% + % + 200 + 2033 + 203 > 3a?b* + 3t 4 30?32

Stosujac trzykrotnie nieréwno$¢ miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczna

dostajemy
b8 4 a3b3 +a®b® > 3 /06 (a3b3)(a3b3) = 3ab?,
Eta*cd+adcd >3 (a3e3)(adc3) = 3a%c?,
a®+03c3 +03¢3 > 3 Y ab (b3¢3) (b3¢3) = 3a?b2 2.

Sumujac stronami trzy powyzsze nieréwnosci uzyskujemy nieréwnosé (2),
a wiec 1 rbwnowazna z nia nier6wnosé (1).
Analogicznie dowodzimy, ze

b3 f b4
3 >3 ,
( ) q/644_62&2_’_&4 a3+b3+c3
CS C4

4 >V3- .

@ Vvat+a?b? + bt va ad+b3+¢3

Dodajac stronami zaleznosci (1), (3) i (4) oraz korzystajac z danego w tresci
zadania warunku a* 4 b* 4+ c* > a3 4+ b3 + ¢® uzyskujemy teze.

Zadanie 7. Znalezé wszystkie takie pary (a,b) réznych liczb calkowitych dodat-
nich, ze liczba b* +ab+4 jest podzielna przez liczbe a® +ab+ 4.
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Rozwigzanie

Przypu$émy, ze para (a,b) spelnia warunki zadania. Wéwczas prawdziwa
jest nieréwnoéé b2 +ab+4 > a®+ab+4 i na mocy zalozenia a # b dostajemy
a < b. Ponadto liczba

b(a®+ab+4) —a(b®>+ab+4) =4b—4a
jest podzielna przez a®+ab+ 4. Jak stwierdziliSémy wcze$niej, prawa strona
powyzszej réwnosci jest liczba dodatniag. W takim razie 4b—4a > a? +ab+4
lub réwnowaznie (4—a)b> (a+2)%. Wobec tego (4—a)b jest liczba dodatnia,
skad uzyskujemy a < 4. Pozostaje wiec rozpatrzy¢ wartosci a=1,2,3.
1. a=1. Zatem liczba b? +b+4 ma by¢ podzielna przez b+ 5. Mamy
V> +b+4=(b+5)(b—4)+24,
czyli zadana podzielnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 24 jest

podzielna przez b+5. Stad b+5 € {6,8,12,14}, co daje b€ {3,7,19}; warto$é
b=1 odrzucamy ze wzgledu na wymaganie a # b.

2. a =2. Zatem liczba b? +2b+4 ma by¢ podzielna przez 2b+8. Liczba
b2 +2b+4 musi wiec byé parzysta, czyli takze b jest liczbg parzysta. Ponadto

b +2b+4=(b+4)(b—2)+12=(2b+8)- 3 (b—2)+12,

przy czym liczba %(b— 2) jest calkowita. Wobec tego rozpatrywana podziel-
no$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy 2b+8 jest parzystym dzielnikiem
liczby 12 wiekszym od 8, a wigc 2b+8=12. Stad b=2, lecz te wartos¢ musimy
odrzucié¢, gdyz a #b.

3. a=3. Zatem liczba b+ 3b+4 ma by¢ podzielna przez 3b+ 13. Mamy

3(b%43b+4) =3b>+9b+12=b(3b+13) — (4b—12),

i w rezultacie liczba 4b—12 musi by¢ podzielna przez 3b+13. Wiemy jednak,
ze b>a, skad 4b— 12 > 0; ponadto oczywiscie 4b— 12 < 2(3b+13). Musi wiec

by¢ 4b—12=3b+13, co daje warto$¢ b= 25. Pozostaje sprawdzi¢, ze liczba
2524 3-25+4 =704 =888 istotnie jest podzielna przez 3-25+ 13 =88.

OdpowiedZ: Szukanymi parami (a,b) sa: (1,3), (1,7), (1,19), (3,25).

Zadanie 8. Punkt M jest $rodkiem boku BC trojkata ostrokatnego ABC.
Punkt K lezy na boku BC i spelia warunek <BAM = K AC. Na
odcinku AK wybrano taki punkt E, ze SBEK = {BAC. Dowieéé,
ze

IKEC=<4BAC.

Rozwigzanie
Niech pétprosta AK ™ przecina okrag opisany na trdjkacie ABC' po raz
drugi w punkcie D (rys. 3).



rys. 3
Mamy wéwezas SMBA=<JCDA oraz SBAM =<DAC, zatem tréjkaty

. AB

ABM i ADC sa podobne (cecha kqt-kqt-kqt). Stad —— BM - DO’
(1) AB-DC = AD-BM.
Analogicznie $MCA=<IBDA i SMAC = 4BAD, skad uzyskujemy podo-
bienstwo tréjkatéw ABD i AMC, co daje
(2) AD-MC=AC-BD.
Punkt M jest srodkiem boku BC, wigc BM = MC}; z zaleznosci (1) i (2)
wynika teraz, ze
(3) AB-DC = AC-BD.

Zauwazmy dalej, ze na mocy zalozen zadania mamy SBED = JBAC;

ponadto $BDE = 4BCA i wobec tego tréjkaty BED i BAC sa podobne
BC

. BD . . :
(cecha kqt-kat-kat). W efekcie DE-CA i stosujac rownosé (3) dostajemy

DE-BC=BD-CA=AB-DC,

co prowadzi do wniosku, ze

, czyli

CD CB
4 ¢b_¢B
(4) DE BA
Poniewaz za$ $CDE = JCBA, wigc zalezno$é (4) pociaga za soba podobiefi-
stwo trojkatow CDE i CBA (cecha kqt-bok-kqt), z ktérego wynika teza.

Zadanie 9. Wykazaé, ze dowolny czworokat wypukly mozna rozciaé na 7 delto-
idéw.
Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze jesli okrag o érodku w punkcie I wpisany w kat
o wierzchotku X jest styczny do jego ramion w punktach Y i Z (rys. 4),
to czworokat IY X Z jest deltoidem. Z tego spostrzezenia wprost wynika, ze
dowolny n-kat opisany na okregu mozna rozcia¢ na n deltoidéw (rys. 5).
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Przechodzimy do rozwiazania zadania. Jezeli w dany czworokat wypu-
kly mozna wpisaé okrag, to czworokat ten mozna podzieli¢ na 4 deltoidy.
Ponadto w kazdy deltoid mozna wpisa¢ okrag, a wiec jeden z tych deltoidéw
mozemy rozciag¢ na 4 mniejsze deltoidy. W rezultacie otrzymujemy podzial
wyjsciowego czworokata na 7 deltoidéw (rys. 6).

rys. 6 rys. 7

rys. 4

Jezeli natomiast w rozpatrywany czworokat wypukly nie mozna wpisaé
okregu, to istnieje okrag styczny do trzech jego bokéw i nie majacy punktéw
wspdlnych z czwartym bokiem (okrag taki otrzymujemy wpisujac w dowolnie
wybrany kat wewnetrzny czworokata maly okrag i powiekszajac go az do uzy-
skania stycznosci z trzecim bokiem). Wéwcezas dany czworokat mozna rozbié
na opisany na tym okregu czworokat, ktéry daje sie podzieli¢ na 4 deltoidy,
oraz tréjkat, ktéry daje sie podzieli¢ na 3 deltoidy (rys. 7). W ten sposob
wyjsciowy czworokat zostal rozciety na 7 deltoidéw.

Zadanie 10. Dane sa rézne nieparzyste liczby pierwsze p i q. Dowiedé, ze liczba
2P7 —1 ma co najmniej 3 rézne dzielniki pierwsze.
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Rozwigzanie
Bedziemy wielokrotnie korzystaé¢ z tozsamodci

a”—1
(1) p—
prawdziwej dla dowolnej liczby a# 1 i dowolnej liczby catkowitej dodatniej n.
7 tozsamosci tej zastosowanej raz dla a=2P i n=g¢q, a raz dla a =21
i n=p wynika, ze liczba 2P9 —1 jest podzielna przez liczby 2P —1 i 29 —1.
Wykazemy teraz, ze liczby 2P —1 i 29 —1 sa wzglednie pierwsze. Przypu-
$émy bowiem, ze maja one wspolny dzielnik catkowity d>1; jest on oczywiscie
liczba nieparzysta. Niech k oznacza najmniejsza liczbe catkowita dodatnia,
dla ktérej liczba 2% —1 jest podzielna przez d. Podzielmy liczby p i ¢ przez k
otrzymujac odpowiednio ilorazy n, i n, oraz reszty r, i r4. Innymi stowy,

=l+a+a’+...+a" 2+a" !

p:knp+rp oraz q:]{jnq—i—?“q’ gdzie Og'f’p,rq<k.

Tozsamosé (1) dla a=2% i n=n,, implikuje podzielnosé liczby a™—1=2k" —1
przez a—1=2% —1, a wiec podzielnoéé¢ liczby 2" —1 przez d. Réznica

(2p _ 1) _ (anp _ 1) — 2p _ 2knp — 2knp+rp _ 2knp — anp (2T‘p _ 1)

jest wobec tego podzielna przez liczbe nieparzysta d, zatem i liczba 2™ —1 jest
podzielna przez d. Z okreflenia liczby k i nieréwnosci r, <k dostajemy r, =0,
czyli liczba p jest podzielna przez k. Analogicznie liczba ¢ jest podzielna
przez k. Jednak p i ¢ sa réznymi liczbami pierwszymi, skad k=1 i liczba
2k —1=1 jest podzielna przez d, wbrew nieréwnosci d > 1.

Skoro 2P —1 1 29 —1 sg wzglednie pierwszymi dzielnikami liczby 2P7 —1,
wiec istnieje taka liczba catkowita dodatnia m, ze

(2) 29 _1=(2"—1)(2¢—1)m.

Przy tym m>1, gdyz liczba 2P9—1 daje reszte 3 z dzielenia przez 4, natomiast
iloczyn (2P —1)(29—1) daje reszte 1 z dzielenia przez 4.

Zbadamy nastepnie, jakie wspdlne dzielniki moga mieé liczby 2P —1 1 m.
Przypusémy, ze d jest takim dzielnikiem; zatem d jest takze wspolnym dziel-
nikiem liczb 2P —1 i

2P1 —1
w1
gdzie ponownie wykorzystaliSmy tozsamos$é (1). Podzielnoéé liczby 2P — 1
przez d oznacza, ze prawa strona zaleznosci (3) jest suma ¢ skladnikéw,
z ktérych kazdy daje reszte 1 z dzielenia przez d. Zatem liczba (29 —1)m
daje z dzielenia przez d te sama reszte, co liczba pierwsza g, z drugiej zas
strony liczba (27 —1)m jest podzielna przez d. Wobec tego d=1 lub d =gq.

Przeprowadzajac podobne rozumowanie dla wspélnych dzielnikow liczb
29—1 i m stwierdzamy, ze

(4) NWD(2°—-1,m)e{l,q} oraz NWD(29—1,m) € {1,p}.

(3) (29 —1)m =1+42P 2% 4 42(a=2)p 4 ola=p




W réwnosci (2) po prawej stronie wystepuja 3 czynniki, z ktérych dwa
pierwsze sa wzglednie pierwsze. Jezeli ktorykolwiek z tych dwéch czynnikéw
ma wiecej niz jeden dzielnik pierwszy, to liczba 2P9—1 ma co najmniej 3 dziel-
niki pierwsze. Mozemy wiec w dalszej czedci rozwiazania przyjac, ze liczby
2P —11i 29—1 sa potegami liczb pierwszych. Ponadto z uwagi na symetrie
wolno zalozyé, ze p > q.

Udowodnimy, ze liczba 2P —1 nie jest podzielna przez q. Wéréd g+1 liczb
20 21 22 291 29 pewne dwie daja te same reszty z dzielenia przez q.
Niech beda to 2 i 22, gdzie 0 < ¢ < f5 < ¢. Roznica

2t —2fr =20 (207h 1)
jest wowczas podzielna przez g, wiec przez g dzieli sie takze liczba 2¢—1,
gdzie £ =0y —{;. W efekcie liczby 2P —1 i 2¢ —1 sg podzielne przez q. Stosujac
rozumowanie takie jak w trzecim akapicie rozwiazania stwierdzamy, ze ist-
nieje taki wspélny dzielnik h liczb p i ¢, ze liczba 2" —1 jest podzielna przez q.
Jednak p jest liczba pierwsza oraz ¢ < g <p, czyli jedynym takim dzielnikiem
jest h=1. Stad liczba 2! —1 jest podzielna przez ¢ i mamy sprzecznosé.

Wobec tego liczba 2P —1 jest potega liczby pierwszej réznej od g, zas
liczba 29 —1 jest potega liczby pierwszej (by¢ moze réwnej p). W tej sytuacji
z rozkladu (2) oraz z zaleznosci (4) wynika, ze liczba 2P — 1 jest wzglednie
pierwsza zaréwno z liczba 29 —1, jak i z liczba m. Zatem liczba 2P? —1 moze
nie mie¢ 3 réznych dzielnikéw pierwszych tylko wtedy, gdy 29—1 i m sa
potegami liczby pierwszej p, a wiec gdy
(5) 29 —1=p“ oraz m=7p°,
gdzie w my$l (4) przynajmniej jeden z wykladnikéw «, [ jest réwny 1.

Niech najpierw a=1, czyli 22 =p+1. Na mocy wzordéw (2) i (1) mamy
P _q

2
(2P —1)pP = (2P —1)m= =1+2942% 4. 42" Di=

201
_ +1)P—1
=1+(p+1)+(p+1)°+...4+(p+1) 1:(pp),

i stosujac wzor dwumianowy dochodzimy do wniosku, ze
(20— = (p+ 1) -1 =

_ p -1 p 3 p 2 p 1
pp+<1>pp +...+<p_3>p +<p_2> +<p_1>p+1 1=
=pp+<]1)>pp1+...+<pfg>p3+<pf2> 2402

W otrzymanej liczbie wszystkie sktadniki z wyjatkiem ostatniego sg podzielne
przez p® — wspdtczynnik (pfz) =1p(p—1) jest bowiem podzielny przez liczbe
pierwsza p > 3. W rezultacie liczba (2P — 1)pP*1 jest podzielna przez p?, ale
nie przez p3, co daje f=1.
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Zatem w réwnosciach (5) zawsze mamy 3=1 i w takim razie
m=p’ =p<p*=27-1.
Stad jednak otrzymujemy
2P~ < 9P 1 = (27 —1)(27 - 1)m < (2P —1)(29 — 1) < 2P(2%)% = 2P 124

i wobec tego pg—1<p+2q, czyli p(¢—1) <2+ 1. Ta nieréwno$é¢ nie moze
jednak mie¢ miejsca dla réznych liczb catkowitych p,q > 3, gdyz wowczas
p(q—1)<2g+1<2q+1+(29—5)=4(¢g—1) i musialoby byé p=3, lecz wtedy
dostajemy 3(¢—1) <2¢+1, co daje g <4.

Uzyskana sprzecznos¢ wskazuje, ze réwnosci (5) nie moga by¢ jednocze-
$nie prawdziwe; to zas, jak stwierdziliSmy wczeéniej, konczy rozwigzanie.

Zadanie 11. W czworoscianie rozwazamy dwusieczne trzech katéw plaskich ma-
jacych wspélny wierzchotek. Wykazaé, ze jezeli pewne dwie z tych
dwusiecznych sa prostopadte, to wszystkie one sa wzajemnie prosto-
padte.

Rozuwigzanie

Niech S bedzie wspolnym wierzchotkiem danych katéow ptaskich. Na
trzech ramionach tych katéw ptaskich wybierzmy takie punkty A, B i C, ze

odcinki SA, SB i SC maja jednakowa dlugo$é (rys. 8), ktéra oznaczymy d.

Przyjmijmy ponadto oznaczenia: a = % -BC, b= % -CA, c= % -AB.

S

rys. 8

Niech L, M i N oznaczajg odpowiednio srodki odcinkéw BC, CA i AB.
Trojkaty SBC, SCA i SAB sa réwnoramienne, zatem potproste SL—, SM™
i SN sg odpowiednio dwusiecznymi katéw ptaskich BSC, CSA i ASB.

Znajdziemy warunek konieczny i dostateczny na to, by poétproste SL™
i SM™ byly prostopadte. Na mocy twierdzenia Pitagorasa prostopadto$é ta
jest rébwnowazna réwnosci

(1) SL?>4SM?=LM?>
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7 drugiej jednak strony, twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa daje
LM = %AB =, za$ twierdzenie Pitagorasa prowadzi do wniosku, ze

SL?=SC?-CL*=d*—d* oraz SM?*=SC%*—-CM? =d*> b
W rezultacie warunek (1) jest réwnowazny réwnosci
(2) 2d? = a® +b* + 2.
Analogicznie dowodzimy, ze kazda z prostopadlosci SM— L SN~ oraz
SN~ L SL™ jest rownowazna warunkowi (2). Wynika stad teza zadania.

Zadanie 12. Wyznaczyé wszystkie takie funkcje f okreslone na zbiorze wszystkich
dodatnich liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste,
ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych z, y spelniona jest

réwnosé
> +ay+y?\ _ f(2)+ ()
f = .
3 2
Rozwigzanie
Wprowadzmy oznaczenie

2 b+ b2
(1) a*b:ﬂ%,

gdzie a i b sa dowolnymi liczbami dodatnimi. Wowczas dang w tresci zadania
réwno$¢ mozemy zapisa¢ w postaci
fx)+ 1)

@ flary) =220

Stosujac trzykrotnie warunek (2) widzimy, ze dla dowolnych liczb dodatnich
1, To, T3, T4 prawdziwa jest zaleznosé

* *
F(15m0) % (p3%24)) = (a1 $2)-2Ff($3 zg) _ [fz1) +f($2)1f($3) +f(za)
Prawa strona powyzszej zaleznosci nie zmienia sie pod wplywem przestawie-
nia symboli x1, 2, x3, x4. Wobec tego dokonujac permutacji tych symboli

po lewej stronie nie zmienimy jej wartoéci; w szczegdlnosci uzyskujemy

(3) f((.fl *.%'4)*($2*.’E3)):f((1'1 *wg)*($3*1’4)).
Okreslmy teraz funkcje g i h wzorami

g(x) = (z*x2)*(x*1) oraz h(z)=(2?*1)*(x*x)
dla kazdej liczby dodatniej x> 0. Z definicji (1) wynika natychmiast, ze dla
dowolnej liczby ¢ >0 mamy taxtb=t-(axb), skad
tg(z) = (tz* xtx) * (txxt) oraz th(x)= (ta®*t)* (trxtx)
dla wszystkich liczb t,z > 0. W takim razie stosujac réwno$é¢ (3) do ciagu
(1,22,73,24) = (tz?,tz,tx,t) otrzymujemy zwiazek

(4) fltg(a)) = f(th(z))  dlat,z>0.
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Zauwazmy, ze g(1)=h(1) =1 oraz

9(2)=(4x2)% (2x1) =/ B #,/T =1,
h(2)=(4x1)* (2%2) = VT%2 =1/ (11+2V7).

Nietrudno sprawdzié, ze g(2) > h(2); rzeczywiscie przeksztatcajac rownowaz-

nie te nieréwnos¢ dostajemy kolemo (11+2\f) 49>33+6+/7, 8>3V7,
64 > 63. Zatem
9(2)

h(1) oraz A h(2) >

Poniewaz }glg)
z przedzialu (1;\) jest wartoscia tego ilorazu dla pewnej liczby z € (1;2).
Niech a bedzie liczba dodatnia i rozpatrzmy dowolna liczbe b € (a; \a).

jest funkcja ciagla zmiennej z, wiec kazda liczba rzeczywista

b
Wéwezas — € (1; A) i na mocy konkluzji poprzedniego akapitu mamy
a

b g(2)
a h(z)
dla pewnej liczby rzeczywistej z € (1;2); stad zas, w my$l réwnosci (4) zasto-
a
sowanej dla t = —— i x = z, otrzymujemy
h(z)

s =1 (o 2) = (0 25) =1 (575 -9)) =1 (5 -42)) = F(@)

To oznacza, ze funkcja f jest stala na przedziale (a;Aa).
Jezeli wreszcie a i b sa dowolnymi liczbami dodatnimi, przy czym a < b,
to dla dostatecznie duzej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé

nlb
p={/ =<\
a

Wobec tego funkcja f jest stala na kazdym z przedziatéw
(a;pa), (paspta), (pPa;pla), ..., (u
skad wynika, ze
_ n b
£(@) = F(ua) = fPa) = .. = fu" " 0) = f(u"a) = £ a) =1 0)

Jednak liczby a i b wybraliSmy dowolnie, czyli f musi by¢ funkcja stata.
Pozostaje stwierdzi¢, ze funkcje stale maja wymagana wtasnosé.

n—1

a;pu"a),

OdpowiedZ: Szukanymi funkcjami sa wszystkie funkcje state.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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