LXII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

18 lutego 2011 r. (pierwszy dzien zawoddw)

Zadanie 1. Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych uktad réwnan

() +y*) =7
o {<x+y><x3—y3>—3

Rozwigzanie
Stosujac wzory na sume i réznice szeSciandow widzimy, ze

(z=y)(@+y)(2® —2y+y*) =7 oraz (z+y)(x—y)(2*+ay+y?)=3.

Prawe strony powyzszych réwnan sa rézne od zera, wiec lewe takze i mozemy
podzieli¢ te réwnania stronami. Otrzymujemy
?—xy+y® T
r24+zy+y? 3
Wobec tego 0=4x?+ 102y + 4y? = 2(2z +y)(z + 2y). Stad dostajemy dwie
mozliwoéci: z = —2y lub y=—2x.
Dla z=—2y uklad (1) sprowadza sig do dwéch zaleznodci: —3y-(—7y3)="7
1

oraz —y-(—9y3) =3, skad uzyskUJemy y*=%. To daje dwie pary (z,y) bedace

rozwiazaniami uk1adu (E—4=)i (=2, 1)

Vs 33
Natomiast dla y = —2x pierwsze réwnanie uktadu (1) przyjmuje postaé

3r-(—723) =7, czyli 2 = —%, a wigc nie ma rozwigzan rzeczywistych.

oraz (_4%/?4%/5)'

czyli 3(x2—xy+y2) =7($2+$?J+92)-

OdpowiedZ: Rozwiazaniami (z,y) sa (4%/5, _%\/ﬁ)

Zadanie 2. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym AB < BC oraz
AD < CD. Punkty P i @ leza odpowiednio na bokach BC i CD,
przy czym PB = AB oraz QD = AD. Punkt M jest srodkiem od-
cinka PQ. Wykazad, ze jesli kat BM D jest prosty, to na czworokacie
ABCD mozna opisaé¢ okrag.

Rozwigzanie

Niech S oznacza punkt symetryczny do punktu P wzgledem prostej BM

(rys. 1). Z réwnoéci LBM D =90° wynika, ze

IBMP+IDMQ =90°=<BMS+SDMS,

a skoro YBMP = <BMS, wiec mamy takze ¥DMQ = <DMS. Ponadto
MS=MP=MQ i w rezultacie punkt S jest symetryczny do @) wzgledem
prostej DM. Z obu symetrii uzyskujemy

SB=PB=AB oraz SD=QD=AD.



rys. 1

Réwnosci SB=AB i SD=AD dowodza, ze punkty S i A sa symetryczne
wzgledem prostej BD, badz tez pokrywaja sie. Ta druga mozliwos¢ jednak
odpada, mielibyémy bowiem wtedy <DAB = $DSM + <M SB. Jednakze

W IDSM +<SMSB=<IDQM +<SBPM =
=180° —<CQP+180° —<ICPQ =180°+<IDCB,

skad wynikataby niedorzeczna nieréwnoéé <D AB >180°. Wobec tego punkty
S i A sa symetryczne wzgledem prostej BD. Stad i z zaleznosci (1) dostajemy

IDAB=<9DSB =360°— (XDSM +IMSB) =180° — XDCB,

co pociaga za soba teze zadania.

Zadanie 3. Udowodnié, ze dla dowolnych dodatnich liczb calkowitych 1,
T2, ...y 2011 Y1, Y2, .-+, Y2011 iloczyn
(1) (223 +3y?) (2234 3y3) ... (203011 + 3Y3011)
nie jest kwadratem liczby calkowitej.

Rozwigzanie

Przypusémy, wbrew tezie zadania, ze dany w treéci zadania iloczyn jest
kwadratem liczby catkowitej dla pewnych wartosci zmiennych.

Mozemy przyjac, ze w kazdej z par (z;,y;) dlai=1,2,...,2011 przynaj-
mniej jedna z liczb nie jest podzielna przez 3. Jezeli bowiem liczby x; 1 y;
sg obie podzielne przez 3, to zastepujac je liczbami catkowitymi %xz i %yi
zmniejszamy 9 razy warto$é iloczynu (1), zatem bedzie on nadal kwadratem
liczby catkowitej. Kontynuujac to postepowanie doprowadzimy w koncu do
sytuacji opisanej w pierwszym zdaniu akapitu.

Zauwazmy nastepnie, ze kwadrat liczby catkowitej niepodzielnej przez 3
daje reszte 1 z dzielenia przez 3. Rzeczywiscie, jedli liczba y nie jest podzielna
przez 3, to podzielna przez 3 jest jedna z liczb y—1, y+1, a wiec stwierdzenie
wynika z réwnosci y? = (y—1)(y+1)+1.
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Jezeli liczba z; nie jest podzielna przez 3, to liczba 222 +3y? daje reszte 2
z dzielenia przez 3. Jezeli za$ x; = 3z; dla pewnej liczby catkowitej z;, to
227 +3y? =3(622 +y?) i poniewaz y; nie jest wéwczas podzielne przez 3, wiec
liczba w nawiasie daje reszte 1 z dzielenia przez 3.

Tak wiec kazdy z 2011 czynnikéw iloczynu (1) albo daje reszte 2 z dzie-
lenia przez 3 (nazwijmy taki czynnik bialym), albo jest trzykrotnoscia liczby
dajacej reszte 1 z dzielenia przez 3 (nazwijmy go wtedy czarnym). lloczyn (1)
jest kwadratem liczby catkowitej, skad liczba tréjek wystepujaca w jego
rozktadzie na czynniki pierwsze musi by¢ parzysta. Zatem liczba czynnikéw
czarnych jest parzysta, a ich iloczyn ma postaé¢ 32" (3k+1) dla pewnych nie-
ujemnych liczb catkowitych n i k.

Poniewaz liczba wszystkich czynnikow jest nieparzysta, wiec liczba bia-
lych czynnikéw jest takze nieparzysta. A stad wynika, ze iloczyn bialych czyn-
nikéw daje reszte 2 z dzielenia przez 3; oznaczmy ten iloczyn przez 3¢+2. Tym
samym iloczyn (1) jest réwny 32" (3k+1)(3¢+2), czyli 327 (9k{+6k+3(+2).
Skoro jest on kwadratem liczby catkowitej, wiec kwadratem jest takze liczba
stojaca w nawiasie. To jednak prowadzi do sprzecznoéci, gdyz liczba ta daje
reszte 2 z dzielenia przez 3.

Wykazali$émy zatem, ze iloczyn (1) nie jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢é w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Punkty A, B, C, D, E, F leza w tej kolejnosci na pélokregu o érod-
ku O, przy czym AD = BE =CF. Cieciwa BF przecina cieciwy AD
i C'F odpowiednio w punktach G i H. Wykazaé, ze

JAOC =29GOH.
(Uwaga: Srodkiem poélokregu jest srodek zawierajacego go okregu.)

Rozwigzanie
Niech K, L, M beda odpowiednio $rodkami cigciw AD, BE, CF (rys. 2).

D C

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw OK A i OLB otrzymujemy
OK?=0A*—(3AD)* oraz OL?=0B*-(3BE)?
zatem na mocy zalozen zadania mamy OK = OL. Stosujac ponadto twier-
dzenie Pitagorasa do trojkatéow OKG i OLG widzimy, ze
GL?*=0G*-0L*=0G*-0K?=GK?,
skad GK = GL. Wobec tego punkty K i L sa symetryczne wzgledem pro-
stej OG albo pokrywaja sie — to drugie jednak odpada, gdyz z relacji
OK 1 AD i OL 1 BE wynikataby wtedy réwnoleglosé cieciw AD i BE. Tak

wiec 294GOL=<IKOL. Podobnie dowodzimy, ze 2 HOL=<YMOL. Ponadto
punkty K i M leza po przeciwnych stronach prostej OL. W efekcie

29GOH =2(YGOL+YHOL) = YKOL+<IMOL=YKOM.
Pozostaje udowodnié¢, ze $KOM = SAOC. Jednakze
JAOK +4KOM = SAOM = SAOC +SCOM,

wiec postulowana réwnoéé jest réwnowazna réwnoéci SAOK =JCOM. A ta
ostatnia zalezno$é¢ jest prawdziwa ze wzgledu na przystawanie tréjkatow pro-
stokatnych AKO i CMO, w ktérych AK=CM i OK =0M.
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Zadanie 5. Dlakazdej liczby catkowitej n >3 wyznaczy¢ najwickszg mozliwa dtu-
gos¢ takiego ciagu o wyrazach w zbiorze n-elementowym, ze zadne
jego dwa sasiednie wyrazy nie sa rowne, a ponadto nie mozna w wy-
niku wykreslenia wszystkich jego wyrazéow z wyjatkiem czterech
otrzymacé ciagu postaci z, y, x, y, gdzie z # y.

Rozwigzanie

Niech ¢,, oznacza poszukiwang najwicksza dlugosé.

Rozwazmy ciag (a1,as,...,ar) o wyrazach w zbiorze n-elementowym,
majacy opisana wlasnosé. Wsérod wszystkich wartodci wystepujacych w tym
ciaggu niech u bedzie ta, ktorej pierwsze wystapienie w ciaggu jest najdalsze;
oznaczmy je przez ay = u. Zatem kazdy element rézny od u, ktéry wystepuje
chociaz raz w tym ciggu, jest obecny wsréd wyrazoéow aq, as, ..., Gp—1.

Wykazemy, ze element u pojawia sie w ciggu tylko raz.

Przypuéémy, ze wyraz a.,, = u jest drugim wystgpieniem elementu w
w rozwazanym ciggu. Oczywiscie agy1 = w # u, gdyz na mocy warunkéw za-
dania sasiednie wyrazy ag i agy1 sa rozne. W takim razie m > ¢+ 2. Ponadto
— na mocy okre$lenia u — wsrdéd wyrazéw aq, as, ..., ag—1 Wystepuje w,
czyli a; =w dla pewnego ¢ < £— 1. Jednak wéwczas skreslajac wszystkie wy-
razy ciggu z wyjatkiem a;, ag, apy1, am otrzymujemy ciag postaci w, u, w, u,
w sprzecznosci z zalozeniami zadania.

Istotnie wiec wystapienie elementu v w ciagu (ai,as,...,ax) jest poje-
dyncze. Wykre$lmy z ciagu wyraz ay =u. Ponadto jesli wyrazy ag—1 1 ap41
byly réwne, to wykreslmy takze jeden z nich. Otrzymamy w ten sposéb ciag
o dlugosci co najmniej k—2, w ktérym wystepuje co najwyzej n—1 réznych
wyrazow, i nie zawierajacy dwoch jednakowych sasiednich wyrazéw. Stad
wniosek, ze ciag ten spelnia warunki zadania, jezeli tylko n —1> 3. Zatem
dla n >4 mamy k—2 < c¢,_1. Przyjmujac co =3 widzimy, ze nieréwnosé¢ ta
jest prawdziwa takze dla n=3. Kazdy bowiem ciag o dtugosci co najmniej 4
o wyrazach ze zbioru dwuelementowego, nie zawierajacy dwéch jednakowych
sasiednich wyrazow, zaczyna sie od podciggu postaci x, y, x, ¥.

Jednak k jest dlugoscia dowolnie wybranego dozwolonego ciagu o wyra-
zach w zbiorze n-elementowym. Zatem z zaleznosci k—2 < ¢,,_1 otrzymujemy

Cn < Cp_1+2 dlan=2,3,4,....

Skoro co =3, wiec przez prosta indukcje uzyskujemy ¢, <2n—1 dla kazdego n.
Na koniec zauwazmy, ze (2n — 1)-wyrazowy ciag

1,2,3, ...,n—1,n,n—-1, ..., 3, 2, 1
o wyrazach ze zbioru n-elementowego ma postulowana wlasnosé.

Odpowiedz: Szukana najwicksza dtugos$é ciagu wynosi 2n—1.



Zadanie 6. Rodzne wielomiany P i @ o wspdlezynnikach rzeczywistych spelniaja
warunek

P(Q(z)) =Q(P(x))

dla kazdego x. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n wielo-
mian
P(P(...P(P(z))...)) - Q(Q(...Q(Q(z))...))
— —

n n

jest podzielny przez wielomian P(x)—Q(x).
(Uwaga: Wielomian F(x) jest podzielny przez wielomian G(z), jezeli
istnieje taki wielomian H(z), ze F(z)=G(x)H (x) dla kazdego z.)
Rozwigzanie
Udowodnimy najpierw nastepujacy
Lemat
Jezeli F';, G i H sa dowolnymi wielomianami, przy czym G i H sa rézne,
to wielomian F(G(x))—F(H (x)) jest podzielny przez wielomian G(x)—H (z).
Dowdd lematu
Niech wielomian F' ma postaé¢ F(x)=c,2™+cpm_12™ 1 +...+c12x+co.
Wtedy wielomian F(G(x))—F(H(x)) mozna zapisaé¢ jako sume m wielomia-
néw ci[G(z)¥—H(z)*) dla k=1,2,...,m, z ktérych kazdy jest podzielny przez
wielomian G(z)— H(z) na mocy tozsamosci
a® =t =(a—b)(a* 1 +a" 20+ a0 . b4,
w ktorej podstawiamy a = G(z) oraz b= H(x). To dowodzi lematu.
Przystepujemy do rozwiazania zadania. Wprowadzmy oznaczenie
F,(x)=F(F(...F(F(z))...)) dlan=1,2,3,...;
N———
n
teza zadania sprowadza sie wiec do wykazania, ze dla kazdego n wielomian
P, () —Qn(x) jest podzielny przez wielomian P(z)—Q(x).
Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n.

Dla n=1 teza jest oczywiscie prawdziwa. Przypuéémy z kolei, ze wielo-
mian P, (x) —Q,(x) jest podzielny przez wielomian P(z)— Q(x). Wowczas

(1) Pry1(2) = Qnyr(z) = [Po(P(2)) — Pa(Q(2))] + [Pr(Q(2)) — Qn(Q(x))].
Na mocy lematu zastosowanego dla F'=F,,, G=P i H=() wielomian w pierw-
szym nawiasie kwadratowym jest podzielny przez P(z)—Q(x).

Z réwnosci P(Q(x)) = Q(P(x)) dla kazdej liczby x wynika ponadto, ze

Po(Q(z)) = P(P(... P(P(P(Q(x))))...)) = P(P(... P(P(Q(P(z))))...)) =

= P(P(...P(Q(P(P(x))))...) =...= Q(Py(x))
\—:2_/



dla kazdego z. Zatem wielomian w drugim nawiasie kwadratowym po prawej
stronie zaleznosci (1) jest réwny Q(P,(z)) — Q(Qn(x)). Stosujac lemat dla
F=Q,G=P, i H=Q, stwierdzamy, ze wielomian ten jest podzielny przez
P,(z) —Qn(x), a wiec — w my$l zalozenia indukcyjnego — tym bardziej
przez P(z)—Q(z).

Wobec tego réwnosé (1) wskazuje, ze Pyy1(x) —Qn+1(2) jest suma dwdch
wielomianéw podzielnych przez P(z)—Q(x), co kohczy dowdd indukeyjny.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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