LXII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

13 kwietnia 2011 r. (pierwszy dzieh zawoddéw)

Zadanie 1. Znalezé wszystkie liczby calkowite n > 1 o nastepujacej wtasnoéci:
istnieje taka permutacja (ai,as,...,an) ciagu (1,2,...,n), ze dla
k=1,2,...,n suma a1 +az+...+ax jest podzielna przez k.
Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze liczby n=1 i n =3 spelniaja warunki zadania:
dla n =3 postulowana permutacja jest (a1,as2,as)=(1,3,2).
Przyjmijmy, ze inna liczba n ma zadana wlasno$é. Suma
artas+...+a,=1+2+...+n=1n(n+1)
jest podzielna przez n, zatem liczba %(n—H) musi by¢ catkowita, czyli n jest
liczba nieparzysta. W szczegdlnosci n > 5. Ponadto suma
a1 tag+...+an_1= %n(n—i—l)—an
jest podzielna przez n—1, a poniewaz liczba
in(n+1)=1(n+1)-(n—1)+3(n+1)
daje reszte 4 (n+1) z dzielenia przez n—1, wicc te sama reszte daje réwniez
liczba a,,. Jedyna taka liczba w przedziale (1;n) jest 3(n+1), skad
an=3(n+1).
Wobec tego
a1 t+as+...+an_2+a,_1==1in(n+1)—a,=in(n+1)—i(n+1)=1(n*-1).

Suma aj+as+...+a,_o jest podzielna przez n—2 i w takim razie liczba a,,_1
daje z dzielenia przez n—2 te samg reszte, co liczba

1m*=1)=L(n+1)-(n—2)+3(n+1),
czyli te sama reszte, co liczba 1(n+1). Z nieréwnosci n > 5 dostajemy
1(n+1)—(n—2)=—-1(n—5)<0,
i(n+1)+(n—2)=n+3(n—3)>n,
wiec jedyna liczba w przedziale (1;n) dajaca reszte 3(n+1) z dzielenia
przez n—2 jest liczba
an-1=1(n+1).

Otrzymujemy zatem a,,_1 = a,, wbhrew temu, ze ciag (a1,as,...,a,) jest per-
mutacja ciagu (1,2,...,n). Sprzecznos¢ dowodzi, ze nie ma innych rozwiazan.

Odpowiedz: Szukanymi liczbami sa n =1 oraz n=3.
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Zadanie 2. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Prowadzimy trzy proste: przez
grodki odcinkéw AFE i AF, przez srodki odcinkéw BF i BD oraz
przez srodki odcinkéow CD i CE. Wykazaé, ze srodek okregu opi-
sanego na tréjkacie wyznaczonym przez te trzy proste pokrywa sie
ze $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Rozwigzanie

Niech ¢4, ¢5, £3 bedg odpowiednio trzema prostymi okreslonymi w tresci
zadania. Udowodnimy najpierw, ze punkt przecigcia prostych ¢; i ¢5 lezy na
symetralnej odcinka AB.

Oznaczmy przez I srodek okregu wpisanego w tréjkat ABC'. Niech K, L,

M, N beda odpowiednio $rodkami odcinkéw Al, AF, BI, BF (rys. 1).

Oznaczmy wreszcie przez ki i ko odpowiednio symetralne odcinkow Al i BI.

Punkt przeciecia tych symetralnych jest srodkiem okregu opisanego na tréj-

kacie AIB, zatem lezy on na symetralnej odcinka AB.

7
rys. 1 rys. 2
Trojkat FAF jest réwnoramienny, wiec prosta £ przechodzaca przez

srodki jego ramion jest prostopadla do prostej AI. To oznacza, ze {1 || k.
Ponadto K € ky oraz L € ¢y, czyli prosta ¢1 powstaje z prostej k1 w wyniku
—

przesuniecia o wektor K L. Zauwazmy tez, ze na mocy twierdzenia odwrot-
— —
nego do twierdzenia Talesa mamy KL = %I F.
Analogiczne rozumowanie dowodzi, ze prosta £5 powstaje z prostej ko
— —
w wyniku przesuniecia o wektor M N = %I F. Stad wniosek, ze punkt prze-
—
ciecia prostych ¢ i £y jest przesunieciem o wektor %I F punktu przeciecia
prostych kq i ko. Ten ostatni punkt, jak wczedniej stwierdziliSmy, lezy na
—

symetralnej odcinka AB. Poniewaz wektor %I F' jest réwnolegly do tej syme-
tralnej, wiec lezy na niej takze punkt Z przeciecia prostych ¢ i £s.
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W ten sam sposéb dowodzimy, ze proste £5 i f3 przecinajg sie w punk-
cie X lezacym na symetralnej odcinka BC', za$ proste 3 i {1 przecinaja si¢
w punkcie Y lezagcym na symetralnej odcinka C' A (rys. 2).

Oznaczmy teraz przez O srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC.
Punkt Z lezy na symetralnej odcinka AB i w takim razie OZ 1 AB. A skoro
rowniez YZ | Al, wiec ramiona kata OZY sa prostopadte do ramion kata
BAI, skad wynika, ze

JOZY = 4BAI lub JOZY +<BAI =180°.
Podobnie dowodzimy, ze
J0OY Z =JCAI lub JOY Z +4CAI =180°.

Kat $BAI = JCAI = %<IBAC jest ostry, wiec gdyby w co najmniej
jednej z powyzszych alternatyw spelniony byt drugi czton, to otrzymalibysmy
JOZY +940Y Z > 180°. W tréjkacie OY Z taka nieréwnosé jest niemozliwa
(trojkat ten jest niezdegenerowany, gdyz proste OY i OZ sa symetralnymi
odcinkéw AC'i AB). Wobec tego w obu alternatywach spelniony jest pierwszy
czlon, a stad YOZY =40Y Z=14BAC i w efekcie OY =OZ.

Analogicznie uzasadniamy, ze OX = QY. To dowodzi, ze punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na tréjkacie XY Z, co konczy rozwigzanie.

Zadanie 3. Dla kazdej liczby nieparzystej n > 3 wyznaczy¢ liczbe rzeczywistych
rozwiazan (x1,z2,...,Z») uktadu réwnan

:131(:]31 —|—1) ::]32(1‘2 — 1)
z2(z2+1)=ax3(x3—1)

xn—l(wn—l +1) :x’n(wn - 1)
Tn(Tn+1)=21(x1—1)

Rozwigzanie
Przeksztalcajac réwnowaznie zalezno$é x(x+1) =y(y — 1) otrzymujemy
y+r=y?>—2?=(y+x)(y—2), skad y+z=01lub y—z=1, czyli y € {—z,x+1}.

Nalezy zatem znalez¢ liczbe ciagéw (xo,x1,22,...,2y), W ktérych zo==z,, oraz
(1) a:i+1€{—a:,-,xi+1} dla:=0,1,2,...,n—1.
Kazda liczba rzeczywista z oraz cigg sterujgcy (€1,€2,...,6,), w ktérym

g;€{0,1} dlai=1,2,...,n, wyznaczaja nastepujacy ciag (zo,z1,Z2,...,Ty):

mi:{xi—1+1v gdy ;=0

dlai=1,2,...,n.
—ri—1, gdye&=1

Taki ciag spelnia warunki (1), ale nie musi zachodzi¢ réwnos¢ zg = x,,. Od-
wrotnie, kazdy ciag spelniajacy warunki (1) powstaje w opisany wyzej sposob.
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Rozpatrzmy ciag (co,c1,ca,...,¢,) powstajacy w taki sposéb od wartosci
poczatkowej c¢o =0 i tego samego ciagu sterujacego (¢1,€2,...,&,). Mamy wiec
_Jeitl edy =0 dlai=1,2,....n.

—Ci—1, gdyei =1

Udowodnimy teraz przez indukcje ze wzgledu na i, ze
(2) ry= (1)t Feip e, dlai=0,1,2,...,n.

Dla i=0 powyzsza réwno$¢ ma postaé xo=1x¢. Przyjmujac zas, ze réwnosé (2)
jest prawdziwa dla pewnego i =7j € {0,1,2,...,n—1}, otrzymujemy

T = a1 = (=)t e+ 1= (— 1) g e
gdy €541 =0, albo

i1 = —aj=—[(—1)S T T g o] = (— 1)t e
gdy €j41=1, co koficzy indukcje. Podstawiajac i=n w zwiazku (2) dostajemy
(3) Tn=(=1)°z0+cp, gdzie s=e14e3+...+¢p.

Zauwazmy tez, ze dla i =1,2,...,n sasiednie wyrazy c;_1 oraz c¢; maja
jednakowa parzystosé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy €; =1, co ma miejsce dla
doktadnie s réznych wartosci wskaznika ¢. Poniewaz cqg =0, wiec liczba ¢,, ma
taka sama parzysto$¢ jak liczba n—s, czyli inna niz liczba s.

Jezeli s jest liczba parzysta, to w mysl wzoru (3) réwnanie z¢ =z, ma
postaé¢ xg=1xg+c,. Jednakze w tej sytuacji liczba ¢, jest nieparzysta, a wiec
rozna od zera i rozwazane rownanie nie ma rozwiazan.

Jezeli zas s jest liczba nieparzysta, to réwnanie xg = x, przybiera po-
staé xg = —xg+cn, gdzie liczba c¢,, jest parzysta — ma ono zatem dokladnie
jedno rozwiazanie, bedace ponadto liczba catkowita. Wobec tego dla kazdego
ciagu sterujacego (£1,€2,...,6n), W ktérym suma &1 +e3+...4 ¢, jest nie-
parzysta, istnieje dokladnie jeden ciag (zo,z1,22,...,2,), w ktérym zo =z,
oraz zachodza warunki (1). Wyrazy tego ciagu sa liczbami catkowitymi.

Pozostaje rozstrzygnaé, czy roézne ciagi sterujace moga wyznaczaé to
samo rozwiazanie (zg,x1,Z2,...,%,). Przypusémy, ze dzieje sie tak dla cia-
gbw (e1,€9,...,&p) oraz (g],eh,...,e0). Niech k€ {1,2,...,n} bedzie najmniej-
szym wskaznikiem, dla ktorego e, #¢},. Wowcezas xp =x,_1+1 1 jednoczesnie
Tp=—Tk_1,skad xp_1+1=—xp_1, czyli zf_1= —%. Jest to sprzeczne ze spo-
strzezeniem, ze wszystkie liczby x¢, 1, 2, ..., x, sa calkowite.

Ostatecznie liczba rozwigzan danego w tredci zadania uktadu jest rowna
liczbie tych ciagbéw sterujacych, w ktérych suma wyrazéw jest nieparzysta.
Poniewaz przyporzadkowanie (£1,€2,...,6p,)— (1—€1,1—¢9,...,1—¢,) ustala
wzajemnie jednoznaczng odpowiednios¢ miedzy ciagami sterujacymi o sumie
nieparzystej oraz ciggami o sumie parzystej, wiec poszukiwana liczba jest
polowa liczby wszystkich ciagéw sterujacych, ktorych jest oczywiscie 2.

Odpowied?: Dany uklad ma 2"~ ! rozwigzan.
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LXII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

14 kwietnia 2011 r. (drugi dzien zawoddw)

Zadanie 4. Wyznaczyé wszystkie takie pary funkcji f, g okreslonych na zbio-
rze liczb rzeczywistych i przyjmujacych wartosci rzeczywiste, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych z, y prawdziwa jest réwnosé

(1) f@)f(y) =9(x)g(y) +9(x)+9(y).
Rozwigzanie
Okredlmy funkcje h wzorem
h(t)=g(t)+1 dla kazdego t;

wowcezas

9(x)g(y) +9(x)+9(y) = (9(x) +1)(9(y) +1) =1 =h(zx)h(y) - 1,
a wiec warunek (1) mozemy przepisa¢ w réwnowazne]j postaci
(2) f(x)f(y)+1=h(z)h(y) dla dowolnych z,y.
Podstawiajac =y wnioskujemy z réwnania (2), ze
f(z)?+1=h(x)? dla wszystkich .
Wobec tego podnoszac obustronnie zalezno$é (2) do kwadratu dostajemy

(f(@)f(y)+1)* =h(@)*h(y)* = (f(2)*+1)(f(y)* +1),

skad po wymnozeniu nawiaséw i redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy

2f(2)fy) = f ()" + f(y)*,
czyli (f(z)— f(y))?=0. Tak wiec f(z)=f(y), ale liczby z i y wybraliémy do-
wolnie, zatem f musi by¢ funkcja stala. W takim razie zwiazek (2) wskazuje,
ze roéwniez h jest funkcja stala. Istotnie, jesli h nie jest funkcjg zerowa, to
h(a) #0 dla pewnego a. Podstawmy y =a w zaleznosci (2), uzyskujac
oy LB @41 f?+1

h(a) h(a)
dla kazdego x. W rezultacie funkcja h — i tym samym takze g — jest stala.

Pozostaje wiec wyznaczy¢ pary funkcji statych spelniajace warunki za-
dania. Jesli f(z)=C'i g(x)=D, to warunek (2), réwnowazny danemu w tresci
zadania warunkowi (1), przybiera postaé

(3) C?+1=(D+1)>2
Zatem para funkcji stalych ma zadang wlasnoéé wtedy i tylko wtedy, gdy
prawdziwa jest zaleznosé (3).

OdpowiedZ: Rozwiazaniami sa pary funkcji statych f(x)=C, g(x)=D,
gdzie stale C' i D sa zwigzane réwnoscia C2+1=(D+1)2.
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Zadanie 5. Wysokosci czworoécianu ABC D przecinaja si¢ w punkcie H lezacym
wewnatrz czworoscianu. Prosta DH przecina $ciane ABC w punk-
cie P, a sfere opisana na danym czworoscianie w punkcie ) ré6znym
od D. Udowodnié¢, ze PQ=2HP.

Rozwigzanie

Wykazemy najpierw nastepujace dwa stwierdzenia:

1. Jezeli wysokosci trojkata XY Z przecinaja sie w punkcie T' lezacym
wewnatrz tréjkata, a prosta X7 przecina bok Y Z w punkcie V oraz okrag
opisany na danym tréjkacie w punkcie W réznym od X, to TV =VW.

(Zauwazmy, iz jest to ,plaska” wersja zadania.)

2. Dla dowolnych dwoch wierzchotkéw danego czworoécianu plaszczyzna
zawierajaca te dwa wierzchotki oraz punkt H jest prostopadia do krawedzi
wyznaczonej przez dwa pozostate wierzchotki.

Dowdd zdania 1. Poniewaz (rys. 3)
IWYZ=4IWXZ=90°-4XZY =4TYZ

i podobnie SWZY =T ZY, wiec trojkaty YW Z i YTZ sa symetryczne
wzgledem prostej Y Z, skad od razu uzyskujemy zadang réwnosc.

Dowdéd zdania 2. Wykazemy, ze plaszczyzna AH B jest prostopadta do
krawedzi C'D; rozumowanie dla innych par wierzchotkow jest analogiczne.
Prosta AH jest prostopadla do $ciany BCD, a zatem takze do zawartej
w niej krawedzi C'D. Podobnie prosta BH jest prostopadta do krawedzi C'D.
W takim razie dwie nier6wnolegle proste zawarte w plaszczyznie AHB sa
prostopadte do krawedzi C' D, czyli prostopadla do niej jest cala plaszczyzna.

X

rys. 3 rys. 4

Przechodzimy do rozwiazania zadania.

Niech prosta AP przecina krawedz BC' w punkcie K, a sfere opisang na
czworo$cianie w punkcie L réznym od A (rys. 4). Niech ponadto M oznacza
punkt przeciecia wysokosci trojkata ALD.
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Wysokosci trojkata ABC przecinajg sie w punkcie P — rzeczywiscie,
w mys$l zdania 2. ptaszczyzna AH D jest prostopadia do krawedzi BC, zatem
prosta AP zawarta w tej plaszczyznie jest prostopadia do krawedzi BC,
i analogicznie proste BP oraz C' P zawieraja wysokosci trdjkata ABC.

W oparciu o zdanie 2. stwierdzamy, ze prosta HK zawarta w plasz-
czyznie BHC jest prostopadla do krawedzi AD. Prostopadta do niej jest tez
oczywiscie prosta LM zawierajaca wysokosé trojkata ALD. Poniewaz trzy
proste HK, ML i AD leza w jednej plaszczyznie ALD, wiec z prostopadlosci
HK 1 AD i ML 1 AD wynika réwnolegtosé¢ prostych HK i M L.

Na mocy zdania 1. odpowiednio dla tréjkatéw ALD i ABC otrzymujemy

MP=PQ oraz PK=KL.

Druga z tych réwnosci, w potaczeniu z twierdzeniem Talesa zastosowanym
do kata DPL przecietego prostymi réwnoleglymi HK i ML, prowadzi do
zwiazku M H=H P. Zatem z pierwszej réwnosci dostajemy PQ=MP=2HP,
czyli teze zadania.

Zadanie 6. Dowiesé, ze nie istniejg takie wielomiany fi(z), f2(x), f3(x), fa(zx)
o wspotczynnikach wymiernych, ze dla kazdej liczby rzeczywistej =
spelniona jest réwnosé
(1) @+ 7= (f1(2))* + (f2(@))” + (f3(2))* + (fa(@))*.

Rozwigzanie

Przypu$émy, whrew tezie zadania, ze takie wielomiany fi(x), fa(x),
f3(x), fa(z) istnieja. Zauwazmy najpierw, ze sa to wielomiany stopnia co
najwyzej pierwszego. Jezeli bowiem d jest najwickszym ze stopni tych czte-
rech wielomianéw, to wielomian stojacy po prawej stronie réwnosci (1) ma
przy potedze 2¢ wspélezynnik bedacy sumg kwadratéw liczb rzeczywistych,
nie wszystkich rownych zeru, a wiec wspotczynnik dodatni. Stad d=1.

Istnieja zatem takie liczby catkowite a1, as, as, a4, b1, ba, b3, by oraz
m#0, ze

(2) filx)
Zalezno$é (1) przybiera w zwiazku z tym postaé
m?(x® +7) = (a1 +b1)* 4 (agx +ba)* + (azx +b3)* + (asx +by)?
i porownujac wspotczynniki przy tych samych potegach zmiennej dostajemy
a%—i—a%—l—a%—i—ai =m?
a1by +azby +asbs +asby =0
b3 +b3 + b3+ b3 = Tm?

. a1x+bl
N m

dlai=1,2,3,4.

Wprowadzmy oznaczenia ¢; =a;+b; oraz d; =b; —a; dla i=1,2,3,4; woéwczas
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z napisanego przed chwilg uktadu rownosci mozemy wywnioskowad, ze
cf—l—cg+c§+ci = 8m?
(3) c1d1+ cada 4+ c3dz +cady =6m? .
d3 +d3 +d5+d3 =8m?
Poniewaz m # 0, zas réwnosci (3) pozostana prawdziwe, jezeli liczby c¢q, ca,
cs, C4, d1, do, ds, dgy, m podzielimy przez 2, wiec wykonujac w razie potrzeby
skonczong liczbe takich dzielen mozemy przyjaé, iz nie wszystkie sposrod
tych liczb catkowitych sa parzyste.

Zauwazmy teraz, ze kwadrat liczby parzystej daje reszte 0 lub 4 z dzie-
lenia przez 8, natomiast kwadrat liczby nieparzystej daje reszte 1 z dzielenia
przez 8, gdyz (2k+1)? =4k(k+1)+1, a liczba k(k+1) jest parzysta dla do-
wolnej catkowitej wartosci k. Z tego spostrzezenia dotyczacego reszt wynika,
ze suma czterech kwadratéow liczb catkowitych moze by¢ podzielna przez 8
jedynie wtedy, gdy wszystkie te cztery liczby sa parzyste. W rezultacie pierw-
sze 1 trzecie z réwnan (3) wskazuja, ze liczby c1, ¢a, c3, ¢4, di, da, d3, dy sa
parzyste. Biorac to pod uwage stwierdzamy na mocy drugiego z réwnan (3),
ze liczba 6m? jest podzielna przez 4 i skutkiem tego réwniez liczba m jest
parzysta. Przeczy to jednak poczynionemu wczes$niej zatozeniu.

Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze rozpatrywana teza jest prawdziwa.
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