LXIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(1 wrzesnia 2011 r. — 6 grudnia 2011 r.)

Zadanie 1. Rozwigzaé¢ w liczbach rzeczywistych uktad réwnan

(1:+y)3 =8z
(y+2)° =8z
(z+x)* =8y

Rozwigzanie

Odejmujac drugie réwnanie uktadu od pierwszego oraz stosujac wzor na

réznice szesciandéw otrzymujemy
8(z—z)=(z+y)*—(y+2)°=

=[(z+y) — (y+2))[(z+y)* + (@ +y)(y+2) +(y+2)°] =

= (z—2)[(z+y)* + (@ +y)(y+2) +(y+2)7],
czyli

(z—2)[(z+y)* + (@ +y)(y+2)+(y+2)* +8 =0.
Wobec tego

z=z lub  (z+y)’+(z+y)(y+2)+(y+2)>+8=0.

Druga z powyzszych réwnosci zachodzi¢ jednak nie moze, gdyz oznaczajac
a=z+yib=y+z mamy
(z+y)°+(z+y)(y+2)+(y+2)°+8=0a’+ab+b*+8=(a+5b)°+ 26> +8>8.
W takim razie x = z. Postepujac analogicznie z drugim i trzecim réwnaniem
danego uktadu dochodzimy do wniosku, ze y=.

Zatem wszystkie trzy niewiadome musza by¢ réwne: =y =2z=t, a caly
uklad réwnan przybiera postaé (2t)3 =8¢, lub réwnowaznie t3 =t. Dostajemy
stad trzy mozliwe wartosci ¢, ktérymi sa: 0, 1 oraz —1.

Odpowiedz: Rozwiazaniami (x,y,z) danego uktadu réwnan sa:

(0,0,0), (1,1,1), (-1,—1,-1).

Zadanie 2. Znalezé wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych (z,y), ze
liczba 2% +5Y jest kwadratem liczby catkowitej.
Rozwigzanie
Przypusémy, ze 2% +5Y = k? dla pewnej liczby catkowitej k.
Liczby k% i 2% daja te same reszty z dzielenia przez 5. Kwadrat liczby
catkowitej moze dawaé tylko reszte 0, 1 lub 4 z dzielenia przez 5, gdyz

(5n)2=5-5n%, (bn+1)*=5(5n?+£2n)+1, (5n+2)*=5(5n*+4n)+4
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dla dowolnej liczby catkowitej n, a kazda liczbe catkowita mozna przedstawié
w postaci dHn, dSn+1 lub 5n+2 dla pewnego n.

Wykazemy z kolei, ze reszta z dzielenia liczby 2% przez 5 jest zalezna od
reszty z dzielenia liczby x przez 4. Niech bowiem x=4m-+r, gdzie m jest liczba
catkowita oraz r € {0,1,2,3}. Wéwczas 2% =24m+7 = (24)m.2" = (3.5+1)™.2".
Wymnazajac nawiasy w wyrazeniu (3-5+1)" mozemy je zapisa¢ w postaci
sumy skladnikéw podzielnych przez 5 oraz liczby 1. Stad wynika, ze liczby
2% i 2" daja jednakowe reszty z dzielenia przez 5. Reszty te dla r=0,1,2,3
sa odpowiednio rowne 1,2,4,3. Zatem reszte, ktérg jednoczesnie moze dawaé
liczba k2, otrzymujemy tylko dla r =0 oraz r =2, czyli gdy = jest liczba
parzystg.

Wobec tego x =2z, gdzie z jest dodatnia liczba catkowita. Ponadto

5Y = k? — 2% = k? — (2°)% = (k— 27)(k+2°).
W takim razie liczby k—2% i k+ 2% sa dzielnikami potegi piatki, czyli
k—2"=5% oraz  k+2°=5",
gdzie a, 3 sg liczbami catkowitymi spetniajacymi warunki 0<a<fia+06=y.
Gdyby a >0, to liczba 5% —5* =2.2% = 2*+1 bylaby podzielna przez 5, co nie
jest mozliwe. Stad a =0, czyli k—27 =1 oraz k+ 2% =5Y. W rezultacie

5Y=k+2"=(k—27%) 42" =1427T1.

Jezeli teraz z > 1, to liczba 5Y =1+2**! daje reszte 1 z dzielenia przez
23 =8. To pociaga za sobg parzystoéé liczby y — dla nieparzystej wartoéci
y=2s+1 liczba 5Y =25°-5=5(3-84-1)° daje bowiem reszte 5 z dzielenia przez 8
(co uzasadniamy tak jak dla rozpatrywanej wezesniej liczby (3-541)™). Ale
skoro y =2t dla pewnej dodatniej liczby caltkowitej ¢, to

22Tl =5 _1=(5"2-1=(5'-1)(5'+1),

czyli liczby 5 —1 oraz 5 +1 s3 potegami dwdjki o nieujemnych catkowitych
wykladnikach, réznigcymi sie o 2. Tak wiec 5 —1=21 5! +1=4, co prowadzi
do niedorzecznej réwnoéci 5¢ = 3.

Zatem z=1, czyli =2 oraz 5Y =1+2t1=1422=5, skad y=1. Uzyskana
para (z,y) = (2,1) oczywiscie spetnia warunki zadania: 22 +5' =9 = 32,

OdpowiedZ: Jedyna para o zadanych wlasnosciach jest (z,y) =(2,1).

Zadanie 3. W trojkacie ostrokatnym ABC punkt D jest spodkiem wysokosci
poprowadzonej z wierzchotka C'. Punkty F i F' leza odpowiednio na
bokach AC' i BC, przy czym AE =AD i BF = BD. Punkt S jest
symetryczny do punktu C wzgledem $érodka okregu opisanego na
tréjkacie ABC. Wykazaé, ze SE=SF.

Rozwigzanie

Odcinek CS jest érednica okregu opisanego na tréjkacie ABC, wiec

LSAC =4SBC =90° (rys. 1). Zatem na podstawie twierdzenia Pitagorasa
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zastosowanego do tréjkatow SAC i SBC otrzymujemy

(1) AS?*+ AC? =(CS? = BS*+ BC?.
7Z kolei rozpatrujac trdjkaty prostokatne CDA i CDB dostajemy
(2) AC? - AD?*=CD?=BC? - BD?".

rys. 1

Laczac zaleznosci (1) i (2) stwierdzamy, ze

(3) AS? - BS*=DBC?—- AC?=BD? - AD?

Na mocy danych w tresci zadania réwnosci AE = AD i BF = BD mozemy
przepisa¢ zwiazek (3) w postaci

AS? —BS?*=BF? - AE?,
skad w my$l twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatow SAFE i SBF uzyskujemy
SE?=AS?+ AE?=BS?+ BF*=SF?,

a wiec SE = SF, co konczy rozwigzanie.

Zadanie 4. Dana jest liczba calkowita n>1. Dla niepustego podzbioru X zbioru

{1,2,...,n} niech a i b oznaczaja odpowiednio najmniejszy i najwiek-
szy element zbioru X oraz niech
1
X)=——.

Wyznaczyé, w zaleznosci od n, sume liczb f(X) dla wszystkich nie-
pustych podzbioréw X zbioru {1,2,...,n}.
Rozwigzanie
Rozwazmy dowolna pare liczb a <b ze zbioru {1,2,...,n}. Obliczymy
sume liczb f(X) dla wszystkich podzbioréw X, ktérych najmniejszy i naj-
wigkszy element sg odpowiednio réwne a i b. Jezeli a =10, to X jest zbiorem
jednoelementowym oraz f(X)=1. Suma liczb f(X) dla wszystkich jedno-
elementowych zbioréw X wynosi w takim razie 1. Przyjmijmy dalej, ze a <b.
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Dowolny podzbiér X, ktérego najmniejszy i najwiekszy element sa od-
powiednio réwne a i b, mozna zapisa¢ w postaci

X ={a,b}UY,

gdzie Y jest dowolnym podzbiorem zbioru Y, 3, ztozonego z liczb catkowitych
wiekszych od a i mniejszych od b.

Zbiér Y, , ma b—a—1 elementéw, a wiec 26271 podzbioréw. Stad wnio-
sek, ze suma liczb f(X) dla wszystkich podzbior6w X o najmniejszym ele-
mencie a i najwickszym elemencie b wynosi
B 1
- n—(b—a)

Poszukiwana w zadaniu wielko$¢ jest o 1 wigksza od sumy liczb s,
uzyskanych dla wszystkich par a <b liczb ze zbioru {1,2,...,n}. Dla kazdego
r€{1,2,...,n—1} istnieje dokladnie n—r par, w ktérych b—a=r: sa to
mianowicie pary (a,b) = (1,7+1),(2,7r4+2),(3,7+3),...,(n—7r,n). Dla kazdej
z tych par liczba s, 5 jest taka sama i wynosi

1

n—r

Sab X 2b7a71_

r—1
.92 ,

czyli suma tych n—r liczb s, jest réwna 271, Wobec tego suma wszystkich
liczb 845 jest réwna sumie liczb 27! dla r=1,2,...,n—1, a szukana suma
wszystkich liczb f(X) wynosi

142049214924 4on—2—9on-1

Zadanie 5. Znalezé wszystkie takie ciagi (ai1,as,...,as3) ztozone z réznych do-
datnich liczb catkowitych, ze dla i=1,2,...,62 liczba a; jest dzielni-
kiem liczby 14 a;+1, za$ liczba ags jest dzielnikiem liczby 1+ a;.
Rozwigzanie

Bedziemy szukaé ciagdéw spelniajacych warunki zadania, w ktérych aq
jest najwiekszym wyrazem. Pozostale ciagi otrzymamy wéwczas w wyniku
cyklicznego przestawienia wyrazéw.

Niech wiec (a1, as,...,as3) bedzie ciagiem o zadanej wlasnosci, przy czym
pierwszy wyraz jest wickszy od wszystkich pozostatych. Udowodnimy induk-
cyjnie, ze
(1) a;i=a1+1—14 dla:=1,2,...,63.

Dla i =1 réwnosé (1) jest oczywiscie prawdziwa. Przypu$émy z kolei, ze jest
ona prawdziwa dla wskaznikéw i=1,2,...,7, gdzie j€{1,2,...,62}; wykazemy
jej stusznos¢ dla i = j+1. Na mocy zatozen zadania liczba a; jest dzielnikiem
liczby 1+aj;11, skad a; <1+aj41 i w takim razie

(2) ajr12a;—1l=a;—j.
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Jednak liczby a1, ag, ..., a; sa odpowiednio réwne aq, a1 —1, ..., a; —j+1.
A skoro wyrazy rozwazanego ciggu sg réznymi liczbami catkowitymi, wiec
zalezno$¢ (2) oznacza, ze aj41 =a1 —j albo aji1 > ay. To drugie nie jest
mozliwe, gdyz a; jest najwiekszym wyrazem ciggu. Wobec tego a1 =a; —j.
W ten sposéb uzyskaliSmy réwnosé (1) dla i =j+1, co konczy indukcje.

Na odwrét: w dowolnym ciagu zadanym wzorem (1) dla i=1,2,...,62
liczba a; jest réwna liczbie 14a; 41 i tym bardziej jest jej dzielnikiem.

Ponadto dodatni wyraz ags =a; —62 jest dzielnikiem liczby 14+a; wtedy
i tylko wtedy, gdy jest dzielnikiem liczby 1+ a; — (a1 —62) =63. To za$ ma
miejsce, gdy a; —62€{1,3,7,9,21,63}, czyli gdy a1 € {63,65,69,71,83,125}.

Pozostaje wykonaé cykliczne permutacje otrzymanych powyzej 6 ciagéw,
aby otrzymac wszystkie rozwiazania.

Odpowiedz: Rozwiazaniami zadania sa ponizsze ciagi oraz ich cykliczne
przestawienias:

(63,62,61,...,1), (65,64,63,...,3), (69,68,67,...,7),
(71,70,69,...,9), (83,82,81,...,21), (125,124,123,...,63).

Zadanie 6. W czworokacie wypuklym ABC D zachodzi réwnosé
(1) IDAB+2<BCD =180°.
Okrag wpisany w trojkat ABD jest styczny do bokéw AB i AD
odpowiednio w punktach K i L. Wykazaé, ze okregi opisane na troj-
katach AKL i BCD sg styczne.

Rozwigzanie

Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABD oraz niech J
oznacza $rodek okregu o1 opisanego na tréjkacie BC'D (rys. 2).

rys. 2

Wéwezas $BJD =29BC D, zatem z réwnosci (1) wynika, ze na czworo-
kacie ABJD mozna opisaé okrag. A skoro JB=JD, wiec YBAJ = <SJAD,
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czyli punkt J lezy na dwusiecznej kata DAB.
Zauwazmy nastepnie, ze
SBIJ=180°—JAIB=<4IAB+<4IBA=
= 2(¥DAB+JABD) = 3(180° — ¥BDA)

oraz $BDA = 4BJA. Stad wniosek, ze tréjkat BIJ jest réwnoramienny:
JB=JI. W takim razie punkt I lezy na okregu o;.

Ponadto odcinek AT jest Srednica okregu oo opisanego na tréjkacie AK L,
gdyz JIK A=<JILA=90°. Wobec tego okregi 01 i 0, maja punkt wspdlny I,
a przy tym Srodki tych okregéw oraz punkt I leza na jednej prostej — dwu-
siecznej kata DAB. To za$ oznacza, ze okregi 01 i 0o sg styczne w punkcie [.

Zadanie 7. Znalezé wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (m,n), dla kté-
rych prostokat o wymiarach m x n mozna zbudowaé z nastepujacych
klockéw utworzonych z 6 kwadratéw jednostkowych:

Klocki wolno obraca¢ i odwraca¢ na druga strone.

Rozwigzanie

Podzielmy dany prostokat m x n na kwadraty 2 X 2, rozpoczynajac od
lewego gornego rogu. Jesli przynajmniej jedna z liczb m, n jest nieparzysta,
to przy prawym lub dolnym brzegu zamiast kwadratéw umieszczamy prosto-
katy 1x2, a w prawym dolnym rogu w razie potrzeby umieszczamy kwadrat
jednostkowy (rys. 3). Nastepnie pomalujmy otrzymane kwadraty i prostokaty
na bialto i czarno tak, aby dwie figury o wspdlnym boku mialy rézne kolory,
a kwadrat w lewym gérnym rogu byl czarny. Na koniec podzielmy wszystkie
te figury na kwadraty jednostkowe, ktore bedziemy krétko nazywaé polami.

rys. 3 rys. 4

Zauwazmy teraz, ze dowolny klocek zawsze pokrywa 3 pola biale oraz
3 pola czarne: rzeczywiscie, dowolny prostokat 1 x 4 pokrywa dwa pola biate
oraz dwa czarne, natomiast dowolna para kwadratéw jednostkowych lezacych
w linii pionowej lub poziomej i oddzielona jednym polem pokrywa jedno pole
biale i jedno czarne. Wobec tego jezeli prostokat m x n mozna zbudowaé
z klockéw, to znajduje sie w nim tyle samo pdl biatych i czarnych.
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7 drugiej strony, podzielmy liczby m i n przez 4, otrzymujac odpowiednio
ilorazy ¢, i q, oraz reszty r,, i r,. Mamy wiec

m=4q¢y, +r, oraz n=A4q,+r,, gdzie 1y, € {0,1,2,3}.

Prostokat m x n mozemy podzieli¢ na prostokaty: 4q,, x 4q, przyleglty do
lewego gérnego rogu, 4q,, X Ty, Tm X 4qy, oraz rp X r, (rys. 4; niektére z tych
prostokatéw moga nie wystepowaé, gdy ktéras z liczb m, n jest podzielna
przez 4). Kazdy z prostokatéw 4¢,, X 4qn, 4Gm X T, Tm X 4qy, daje sie podzielié
na prostokaty 1x4 1w zwiazku z tym zawiera tyle samo pol biatych i czarnych.
Zbadajmy teraz, kiedy prostokat r,, xr, — o ile istnieje — zawiera tyle samo
pol biatych i czarnych. Liczba pdl takiego prostokata musi by¢ parzysta,
czyli ma on wymiary 1x2, 2x1, 2x2, 3x2 lub 2x 3. Jednak trzy pierwsze
prostokaty skladaja sie wytacznie z czarnych pdl, a ostatnie dwa zawieraja
czarny kwadrat 2x 2 w lewym gérnym rogu (korzystamy tu z faktu, ze do
lewego gornego rogu wyjéciowego prostokata m x n przylega czarny kwadrat
2x2). Tak wigc jesli r,,, >11r,>1, to w prostokacie r,, X1, liczby pél bialych
i czarnych sg rézne. W rezultacie liczba pdl bialych w prostokacie m x n nie
jest réwna liczbie pdl czarnych, gdy liczby m i n nie sa podzielne przez 4.

Zatem jezeli para (m,n) ma postulowana w zadaniu wlasnoéé, to jedna
z liczb m, n musi byé¢ podzielna przez 4. Ponadto oczywiécie jedna z nich
musi by¢ podzielna przez 3, gdyz kazdy klocek pokrywa liczbe pdl podzielng
przez 3. W takim razie mamy dwie mozliwodci:

1. Jedna z liczb m, n jest podzielna przez 4, a druga — przez 3.

2. Jedna z liczb m, n jest podzielna przez 12.

W przypadku 1 prostokat m X n mozna podzieli¢ na prostokaty 4 x 3,
z ktérych kazdy daje sie utozyé z dwéch klockéw. Wszystkie takie pary (m,n)
spelniaja wiec warunki zadania.

Przejdzmy z kolei do przypadku 2; mozemy przyjacé, ze dany w zadaniu
prostokat ma wéwczas wymiary 12m’ x n, gdzie m/, n sa dodatnimi liczbami
catkowitymi. Przypuéémy, ze liczbe n mozna zapisa¢ w postaci

(1) n=3k+4¢,

gdzie k, ¢ sa nieujemnymi liczbami catkowitymi. Wtedy rozwazany prostokat
mozna podzieli¢ na k prostokatéw 12 x 3 oraz ¢ prostokatéw 12 x 4. Kazdy
z takich prostokatéw mozna rozbi¢ na prostokaty 4 x 3, ktére — jak wiemy
— skladaja sie z dwdch klockow.

Przedstawienie w postaci (1) istnieje dla liczb n=3,4 oraz dla wszystkich
liczb n > 6: mamy

6+3t=3-(t+2)+4-0, T+3t=3-(t+1)+4-1, 8+3t=3-t+4-2
dla kazdej liczby calkowitej ¢ > 0. To dowodzi, ze pary (m,n)= (12m’,n),

w ktorych n ¢ {1,2,5}, spelniaja warunki zadania. Pozostaje jeszcze zbadaé
przypadki n=1,2,5.



rys. b rys. 6 rys. 7

Prostokatow 12m/ x 1 i 12m’ x 2 oczywiscie nie da si¢ zbudowaé z kloc-
kow. Wykazemy, iz jest to niemozliwe réwniez dla prostokatéw 12m’ x 5. Roz-
wazmy bowiem dwa rogi takiego prostokata bedace koficami boku o dtugosci 5
oraz dwa klocki przylegle do takich rogéw. Gdyby te dwa klocki nie pokry-
waly calego boku (rys. 5), to po umieszczeniu trzeciego klocka przyleglego
do brakujacej czesci boku pozostaloby jedno puste pole otoczone ze wszyst-
kich stron klockami (rys. 6). Zatem te dwa narozne klocki musza pokrywaé
caly bok (rys. 7); wtedy jednak pokrycie pola oznaczonego kropka na rys. 7
sprawia, ze jedno z pél oznaczonych krzyzykiem zostanie otoczone klockami.
Zbudowanie z klockéw prostokata o wymiarach 12m’ x5 nie jest wiec mozliwe.

OdpowiedZ: Warunki zadania spekliaja pary (m,n), w ktorych jedna
z liczb jest podzielna przez 3, a druga przez 4, oraz pary, w ktérych jedna
z liczb jest podzielna przez 12, a druga jest rézna od 1, 21 5.

Zadanie 8. Wyznaczyé wszystkie takie funkcje f okreslone na zbiorze liczb rze-
czywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y prawdziwa jest réwnos$é

(1) flatflaty)=fla—y)+f(2)"
Rozwigzanie
Niech ¢= f(0). Podstawmy = =c i y = —c w réwnaniu (1); otrzymamy
f(2¢) = f(2¢)+ f(c)?, skad
(2) fle)=0.

Przyjmijmy z kolei = %(C-Ft) oraz y = %(c—t) w zaleznosci (1), gdzie t jest
dowolna liczba rzeczywista. Wowczas x+y=ciz—y=t, a wiec uwzgledniajac
réwnosé (2) uzyskujemy f(x) = f(t)+ f(z)? i wobec tego

(3) fO=fl@)-fl@)?=5-(3-f2))* <y

dla kazdego t.

Podstawmy teraz w (1) wartoéci # =y =0. Dostajemy f(c)=c+c?ina
podstawie zwiazku (2) wnioskujemy, ze ¢=0 lub ¢=—1. Zalézmy, ze c=—1.
Wéwezas przyjmujac =0 1 y=1 w warunku (1) stwierdzamy w oparciu
0 (2), ze f(f(1))=f(—=1)+ f(0)®>= f(c)+c*=1. To przeczy nieréwnosci (3)
dla t= f(1) i wobec tego

(4) c=f(0)=0.
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Przypu$émy, ze istnieje liczba rzeczywista b, dla ktérej f(b) # 0. Niech
xo="b+ f(2b); podstawiajac x =y =0> w réwnaniu (1) i stosujac zaleznosé¢ (4)
uzyskujemy f(zo)=f(b)?>0. OkreSlmy ciagi x1, 72, 23, ... Oraz yo, Y1, Y2, - --
w nastepujacy sposob:

Tpi1=Tn+ f(xy) oraz y, = f(z,) dlan=0,1,2,....
Wéwezas dla kazdego n podstawiajac z=wx,, i y=0 w warunku (1) dostajemy

f@nt1) = f(zn+ f(zn)) = f(2n) +f(xn)2v
czyli

(5) Ynt1=Yn+ Vs

dla n=0,1,2,.... Stad wynika, ze y,+1 > y, dla kazdego n >0 i w rezultacie

y2 >3, gdyz yo = f(zg) > 0. Zatem z réwnosci (5) otrzymujemy
yn+1>yn+y§ dlan:O,l,Q,...,

skad wniosek, ze dla dowolnego n > 1 mamy

F@n) =yn=Un—Yn-1)FUn-1—Yn—2)+---+ 2 —11)+ (1 —y0) + Y0 > ny3.
Wybierajac teraz liczbe n, dla ktérej nyd > i, dostajemy sprzecznosé¢ z zalez-
noscia (3).

Zalozenie, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ rézna od zera, okazalo sie
fatszywe. Pozostaje zauwazy¢, ze funkcja zerowa spelnia warunki zadania.

OdpowiedZ: Jedyna funkcja spelniajaca réwnanie (1) jest funkcja zerowa.

Zadanie 9. Wyznaczyé wszystkie takie liczby calkowite n > 1, ze liczba
142771 4 47%1 jest podzielna przez liczbe 142" +4".

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze

142" 4™ < 142" pgn <4 427 F2 p4n L — 4(1 42" 47),

Zatem jezeli liczba 14271 447+ jest wielokrotnoécig liczby 142" 44", to
musi zachodzié¢ jedna z réwnosci

142" 44t =2(1 42" +4™)  lub 142" 44" =3(1 42" +4").

Pierwsza z powyzszych réwnosci nie jest jednak mozliwa, gdyz jej lewa strona
jest nieparzysta, prawa zas — parzysta. Sprawdzmy z kolei, czy mozliwa jest
druga réwnoéé. Liczba 1427+ 447+! daje reszte 1 z dzielenia przez 4 dla
kazdego n > 1. Ponadto dla n > 2 liczba 3(1+2"+4")=3+3-2"+43-4" daje
reszte 3 z dzielenia przez 4. Obie liczby moga wiec by¢ réwne tylko wtedy, gdy
n=1; bez trudu sprawdzamy, iz istotnie tak jest: 1+22+42=21=3(1+2+4).

OdpowiedZ: Jedyna liczba o opisanej wlasnosci jest n=1.
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Zadanie 10. Znalezé wszystkie takie liczby calkowite m > 2, ze istnieje zbidr
n punktéw na plaszczyznie, z ktérych kazdy lezy na zewnatrz pew-
nego kota, zawierajacego wszystkie pozostale punkty i majacego éro-
dek w jednym z nich.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze zbiér n punktow na plaszczyznie spetlnia wymagane wa-
runki. Wybierzmy jeden z tych punktéw; oznaczmy go przez P. W my$l
zalozen zadania wérdéd pozostatych punktéw istnieje taki punkt @, ze koto
o ésrodku @) i pewnym promieniu zawiera wszystkie punkty danego zbioru
oprécz punktu P (jesli jest kilka takich punktéw @, wybieramy tylko jeden
z nich). Narysujmy teraz strzatke od punktu P do punktu Q. W tej sytuacji
punkt P jest najbardziej oddalonym od ) punktem rozwazanego zbioru.

Powtarzajac te procedure dla wszystkich n punktéw narysujemy tacznie
n strzaltek. Z kazdego punktu wychodzi doktadnie jedna strzatka. Zauwazmy,
ze rowniez do kazdego punktu wchodzi doktadnie jedna strzatka. W przeciw-
nym bowiem razie — skoro liczba koncéw strzatek jest réwna liczbie punktow
— do pewnego punktu R wchodzityby co najmniej dwie strzatki. To nie jest
jednak mozliwe, gdyz jesli takie dwie strzatki wychodzilyby z réznych punk-
tow Ry i Ro, to na mocy spostrzezenia z ostatniego zdania poprzedniego
akapitu punkt R; bylby bardziej odlegly od R niz punkt Rs i jednoczednie
punkt Ro bylby bardziej odlegly od R niz punkt R;.

Wobec tego startujac w dowolnym punkcie danego zbioru mozemy prze-
chodzi¢ po strzatkach zgodnie z ich kierunkami do kolejnych punktéw zbioru.
W pewnym momencie powrécimy do punktu odwiedzonego juz wczednie;j.
I to do punktu poczatkowego — powrdt do punktu, ktéry nie byt pierwszy
na tej trasie, oznaczalby bowiem, ze do tego punktu wchodza dwie rézne
strzatki, a wiemy, ze nie jest to mozliwe. Przebyta $ciezka jest wiec cyklem
rozpoczynajacym sie i konczacym w tym samym punkcie. Poczatkowy punkt
wybraliémy dowolnie, zatem caty uktad strzatek rozpada sie na takie cykle.

Przypuéémy, ze taki cykl S; — S5 — S3—...— .5, — 51 sklada sie z co
najmniej 3 strzalek. Istnienie strzatki S; — S5 oznacza, ze punkt 57 jest bar-
dziej odlegly od Ss, niz dowolny inny punkt rozpatrywanego zbioru. A skoro
S3 #£ 51, wige otrzymujemy nieréwnos$é S1.53 > S2.53. Podobnie uzasadniamy,
ze S253>85354>...> 5,15, > Sp,51 > 5152, czyli uzyskujemy sprzecznosc.
Stad wniosek, ze dowolny cykl sktada sie¢ z dwbch strzatek, wzajemnie ,prze-
ciwnych” do siebie. Kazdy punkt danego zbioru nalezy do pewnego takiego
cyklu i w takim razie liczba tych punktéw musi byé parzysta.

Wykazemy teraz, ze dla dowolnej liczby parzystej n istnieje na plasz-
czyznie zbior n punktéw o zadanej wlasnosci. Dla n =2 to stwierdzenie jest
oczywiste — wystarczy rozwazy¢ jakikolwiek zbior dwdch réznych punktéw.

Udowodnimy z kolei, ze dla kazdej liczby parzystej n >4 zbiér wierz-
chotkéw n-kata foremnego spelnia warunki zadania. Niech bowiem P bedzie
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dowolnym wierzchotkiem n-kata foremnego. Liczba n jest parzysta, istnieje
wiec wierzchotek @ (przeciwlegly do wierzchotka P) o tej wlasnosci, ze odci-
nek P(Q) jest Srednicg okregu zawierajacego wszystkie n wierzchotkow. Zatem
dowolny wierzchotek rézny od P znajduje sie w mniejszej odlegloéci od @) niz
wierzchotek P (rys. 8). A stad wynika, ze pewne kolo o $rodku @ zawiera
wszystkie wierzcholtki n-kata z wyjatkiem P. Wobec tego rozpatrywany zbior

ma wymagang wiasnosc.

Odpowiedz: Szukanymi liczbami sa wszystkie dodatnie liczby parzyste.

Zadanie 11. W ostrostupie o podstawie ABC i wierzchotku S wysokoéci AA’,
BB', CC', S8’ przecinaja sie w jednym punkcie, lezagcym wewnatrz
ostrostupa. Punkt O jest srodkiem sfery opisanej na danym ostro-
stupie. Dowiesé, ze jesli prosta SO jest prostopadla do plaszczyzny
A'B'C’, to ostrostup ABCS jest prawidlowy.

Rozwigzanie

Odcinki AA’ i BB’ przecinaja si¢ wewnatrz ostrostupa, zatem leza one

na jednej plaszczyznie m, ktéra przecina krawedz C'S w pewnym punkcie D

(rys. 9).
S
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Prosta AA’ jest prostopadla do plaszczyzny BC'S, a wiec takze do zawar-
tej w tej plaszczyznie prostej C'S. Analogicznie uzasadniamy prostopadtosé
prostych BB’ i C'S. Zatem dwie nieréwnolegle proste lezace na plaszczyz-
nie 7 — proste AA’ oraz BB’ — sg prostopadte do prostej C'S. Wynika stad,
ze cala plaszczyzna 7 jest prostopadta do prostej C'S. Oznacza to w szcze-
gblnoéci, ze rzutem prostokatnym punktu S na plaszczyzne 7 jest punkt D.

Niech O’ oznacza rzut prostokatny punktu O na plaszczyzne 7. Na mocy
zalozen zadania prosta SO jest prostopadla do ptaszczyzny A’B'C’ i tym
bardziej do zawartej w niej prostej A’B’. Wobec tego — w mys$l twierdzenia
o trzech prostych prostopadlych — prosta DO’, bedaca rzutem prostokatnym
prostej SO na plaszczyzne m, jest prostopadta do prostej A’B’.

Ponadto punkt O jest Srodkiem sfery opisanej na ostrostupie ABCS,
wiec zachodzi réwnosé OA=0B i stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjka-
téw prostokatnych OO’ A oraz OO’B uzyskujemy zalezno$¢ O'A=O'B.

Dalsza cze$é rozumowania rozgrywa sie na plaszczyznie w (rys. 10). Od-
cinki AA’ oraz BB’ sa wysoko$ciami trojkata ABD i przecinajg sie¢ w jego
wnetrzu. Trojkat ten jest zatem ostrokatny, a wiec srodek T opisanego na
nim okregu réwniez lezy wewnatrz tréjkata. Udowodnimy, ze punkty D, O’
oraz T leza na jednej prostej. Okrag o $rednicy AB przechodzi przez punkty
A’i B, skad wyznaczamy 4B’'A’D =180° — 4B’ A’'B=<YDAB. Zatem z pro-
stopadlosci DO’ L A’B’ otrzymujemy

JO'DB=90°-<4B'A'D=90°—-<DAB.
7 drugiej strony, w tréjkacie réwnoramiennym DT B mamy
JTDB = 3(180° — ¥DTB) = 5(180° — 29 DAB) =90° — <D AB.

W efekcie 4O’ DB = ST DB, co dowodzi, ze punkt O’ lezy na prostej DT.

Zauwazona wczesniej réwnosé O’ A = O’ B oznacza z kolei, ze punkt O’
lezy na symetralnej boku AB.

Jezeli AD # BD, to symetralna boku AB nie jest réwnolegta do prostej
DT, a obie proste przecinaja si¢ w punkcie T. Ale punkt O’ lezy — jak wy-
kazaliémy — na obu tych prostych. Zatem punkt O’ =T jest srodkiem okregu
opisanego na trojkacie ABD, co daje O’ A=0’D. Twierdzenie Pitagorasa dla
trojkatéw prostokatnych OO’ A i OO’ D prowadzi teraz do zwigzku OA=0D.
To jest jednak niemozliwe, gdyz sfera o $rodku O i promieniu OA jest sfera
opisang na rozwazanym ostrostupie, zas punkt D znajduje sie wewnatrz kra-
wedzi bocznej CS, czyli nie moze jednoczesnie lezeé na tej sferze.

Wobec tego musi zachodzié¢ réwnoéé AD = BD. Stad oraz z twierdzenia
Pitagorasa zastosowanego do trdjkatow prostokatnych ADC i BDC oraz do
trojkatow prostokatnych ADS i BDS dostajemy AC = BC oraz AS=BS.
Analogiczne rozumowanie dowodzi, ze AB=CB oraz AS=CS. W rezultacie
AB=AC=BCiSA=SB=S5C, czyli ostrostup ABCS jest prawidlowy.
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Zadanie 12. Majac dany skoficzony ciag liczb, tworzymy z niego nowy ciag, wsta-
wiajac pomiedzy kazda pare kolejnych wyrazéw nowy wyraz, réwny
ich sumie. Rozpoczynamy od ciggu (1,1) i wykonujemy wielokrotnie
te operacje, otrzymujac w pierwszym kroku ciag (1,2,1), w drugim
kroku ciag (1,3,2,3,1) itd.

Dla kazdego n > 1 obliczy¢ sume szeSciandéw wyrazéw ciggu otrzy-
manego w n-tym kroku.

Rozwigzanie

Dlan=0,1,2,... niech S,, oznacza sume szescianéw wyrazdéw ciggu uzy-
skanego po wykonaniu n operacji; w szczegélnoéci mamy So=13+1%=2 oraz

S1=13+23+1%=10.

Znajdziemy zaleznos¢ pomiedzy liczbami S,, i S,,+1 dla dowolnego n > 1.

Ustalmy warto$¢ n > 1 oraz niech (zg,x1,...,25-1,2%) bedzie ciagiem
otrzymanym po wykonaniu n—1 krokéw. Zatem xg =1z =1 oraz
(1) Sp1i=xp a4 4l

W n-tym kroku dostajemy ciag
(o, xotT1, o1, T1+T2, T2, oo, T2, T2+ Th—1, Th1, Th—1+Th , Tk)
i wobec tego
Sp=a3+(zo+z1)} +ad+. A ai_ +(vpy +ap)d ) =
=Sp 1+ (xo+x1)* + (21 +22) > + .o A (Th—2 +2p—1)® + (21 +28) .
Dlai=0,1,2,...,k—1 mamy
(it @)’ = + a3 +3us,

gdzie oznaczyliSmy y; = 222,41 + 1,27 1. Dodajac stronami powyzsze k row-
nosci oraz stosujac wzor (1) stwierdzamy, ze

(2)

(mo+21) +(x1+22)’ +. . 4 (T2 +2p-1)° + (w1 +23)° =

=(Sn1—23)+(Sp1—2)+3(yo+y1 4+ Fypotyp_1)=
=28, 1—-2+3(yo+y1 +.. +yr—2+yr_1)
W takim razie mozemy przepisaé¢ zalezno$é (2) w nastepujacy sposéb:

Sn=38-1—-2+3Wo+y1+...+Yr—2+Yr-1),

a wiec

(3) 3oty +. +Yk—2+yk—1) =S — 35,1 +2.

Rozwazmy teraz ciag uzyskany w (n+1)-szym kroku. Wstawione w tym kroku
wyrazy sa kolejno rowne 2zg+x1, ro+221, 221 +x2, T1+229, ..., 2Ck_1+ Tk,

Trp_1+2xk. Aby obliczyé sume ich szeScianéw — ktéra jest réwna rdznicy
Sn+1— S — zauwazmy najpierw, ze

(22 +2i41)° + (2 +22541)° =927 + 927 | +18y;
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dla i=0,1,2,...,k—1. Sumujac stronami te k rownosci i ponownie stosujac
zwiazek (1) dostajemy
Sp1— S0 =9(Sn—1—23)+9(Sp—1—23) +18(yo+vy1+... +Yr—2+Yr—1) =
=185, 1 —18+18(yo+y1 +... +yr—2+yr—1)-
Wykorzystujac teraz zaleznosé (3) otrzymujemy
Sn+1—Sn,=185,_1—1846(S, —35,-1+2) =65, —6

1 ostatecznie

(4) Sp+1=T75,—6 dla kazdego n > 1.
Pozostaje juz tylko ze wzoru rekurencyjnego (4) wyprowadzié¢ jawny wzor
na n-ty wyraz ciagu Si, Sa, S3, .... W tym celu zauwazmy, ze dla dowolnego

n > 1 mamy

Sp41—1=78,—-7=7(S,—1).
Stosujac te zalezno$é¢ wielokrotnie uzyskujemy
Spn=1=7(Sp1=1)=7*(Sp2—1)=...=7""1(S1 1) =7""1.9,

czyli szukana suma szeécianéw wymnosi S, =9- 721 4 1.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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