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by zawodow stopnia drugiego

17 lutego 2012 r. (pierwszy dzieh zawodéw)

1. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d uktad réwnan

a’+b=c,
b3 +c=d,
A+d=a,
d*+a=».

2. Udowodnié¢, ze w czworo$cianie ABC' D wierzchotek D, srodek
sfery wpisanej oraz érodek ciezkosci czworoécianu leza na jednej prostej
wtedy i tylko wtedy, gdy pola tréjkatow ABD, BC'D i CAD sa réwne.

3. Niech m, n beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze
w zbiorze {1,2,...,n} znajduje si¢ dokladnie m liczb pierwszych. Do-
wies¢, ze wérod dowolnych m+1 réznych liczb z tego zbioru mozna
znalez¢ liczbe, ktéra jest dzielnikiem iloczynu pozostatych m liczb.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisa¢ rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatorow, telefonéw komérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.
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4. Znalez¢ wszystkie takie pary funkcji f, g okreslonych na zbiorze
wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujacych wartosci rzeczywiste,
ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelniona jest réwnosé

g(f(z)—y)=flg(y)) +=.

5. Dany jest trojkat ABC, w ktérym SCAB=60° oraz AB# AC.
Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie, a punkt
— Srodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat. Wykazaé, ze symetralna
odcinka AI, prosta OI oraz prosta BC' przecinaja sie w jednym punk-
cie.

6. Niech S(k) oznacza sume cyfr liczby calkowitej k w zapisie
dziesietnym. Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich dodatnich
liczb catkowitych n, ze S(2™ +mn) < S(2").

Informacje dla uczestnika zawoddéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisa¢ rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.



