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17 lutego 2012 r. (pierwszy dzien zawoddéw)

Zadanie 1. Rozwigzaé w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d uktad réwnan

a®+b=c,
b 4c=d,
S +d=a,
d®*+a=b.

Rozwigzanie
Odejmijmy stronami trzecie réwnanie danego uktadu od pierwszego réw-
nania. Otrzymujemy
aAd+b—c—d=c—a,

czyli
b—d=c—a*+c—a.

Zauwazmy teraz, ze liczby ¢ —a® i c—a maja jednakowy znak: dla ¢ > a obie

te liczby sa dodatnie, dla ¢ <a obie sa ujemne, a dla c=a obie sg réwne zeru.
Zatem takze liczby b—d i ¢—a maja jednakowy znak.
Odejmujac zas stronami czwarte réwnanie uktadu od drugiego dostajemy

c—a=d®>—b>+d—b,

skad analogicznie wnioskujemy, ze liczby c—a i d—b maja jednakowy znak.
To wraz z réwnoscia znakéw liczb c—a i b—d dowodzi, ze c—a=d—b=0,
a wiec a =c oraz b=d. Wobec tego dany w tresci zadania uktad sprowadza
sie do nastepujacego uktadu dwoch réwnan:

a+b=a oraz b3 +a=h.

Dodajac stronami powyzsze dwa réwnania widzimy, ze a®+b3=0, czyli a=—b.
Wykazaliémy w ten sposéb, ze (a,b,c,d) = (t,—t,t,—t) dla pewnej liczby
rzeczywistej t. Ponadto wszystkie rownania rozwazanego ukladu przyjmuja
postaé t3 —t=t, czyli 0=13 -2t =t(t* — 2). W efekcie warunki zadania sa
spelnione dla nastepujacych trzech wartosci parametru ¢: 0, v/2 oraz —v/2.
OdpowiedZ: Wszystkimi rozwiazaniami (a,b,c,d) danego ukladu sa:

(0,0,0,0),  (V2,-V2,v2,-V2),  (=V2,V2,-V2,V2).

Zadanie 2. Udowodnié, ze w czworoscianie ABC'D wierzchotek D, $rodek sfery
wpisanej oraz srodek ciezkosci czworoscianu lezg na jednej prostej
wtedy i tylko wtedy, gdy pola trojkatéw ABD, BCD i CAD sa
réwne.



Rozwigzanie

Oznaczmy przez I oraz S odpowiednio $rodek sfery wpisanej w dany
czworo$cian oraz jego srodek ciezkosci. Niech ponadto proste DI i DS prze-
cinajg $ciane ABC odpowiednio w punktach I’ i S’. Woéwczas punkty D, I
oraz S leza na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy I’ =.5’.

Punkt I — a wiec takze punkt I’ — jest jednakowo odlegly od $cian
ABD, BCD i CAD. Co wiecej, I’ jest jedynym takim punktem tréjkata
ABC'. To oznacza, ze punkty D, I oraz S leza na jednej prostej wtedy i tylko
wtedy, gdy punkt S’ jest jednakowo odlegly od rozwazanych trzech $cian.

Z drugiej strony, punkt S’ jest $rodkiem ciezkosci $ciany ABC, zatem
pola trojkatow ABS’, BCS’ i CAS’ sa réwne. Wobec tego objetosci czwo-
ro$cianéw ABS’'D, BCS'D i CAS'D, majacych wspélng wysoko$é popro-
wadzona z wierzchotka D, sa réwne. W takim razie iloczyn pola dowolnego
sposréd tréjkatéw ABD, BCD, C AD i odleglo$ci punktu S’ od plaszczyzny
tego trdjkata jest taki sam dla wszystkich trzech tréjkatéw. To zas prowadzi
do wniosku, ze trojkaty te maja jednakowe pola wtedy i tylko wtedy, gdy
odleglosci punktu S’ od tych $cian sa réwne, skad uzyskujemy teze.

Zadanie 3. Niech m, n beda takimi dodatnimi liczbami calkowitymi, ze w zbio-
rze {1,2,...,n} znajduje si¢ dokladnie m liczb pierwszych. Dowies¢,
ze wéréd dowolnych m—+1 réznych liczb z tego zbioru mozna znalezé
liczbe, ktéra jest dzielnikiem iloczynu pozostatych m liczb.

Rozwigzanie
Przypusémy, ze teza zadania jest nieprawdziwa. Wobec tego istnieje taki
(m+1)-elementowy zbiér A zawarty w zbiorze {1,2,...,n}, ze zadna liczba

x € A nie jest dzielnikiem iloczynu pozostatych m elementéw zbioru A. Kazda
liczba x € A ma wiec dzielnik pierwszy p, ktory wchodzi do rozktadu na czyn-
niki pierwsze liczby x z wyktadnikiem wyzszym niz do rozkladu na czynniki
pierwsze iloczynu pozostalych m liczb ze zbioru A.

Dla ustalonego elementu x € A liczba pierwsza p o wlasnosci opisanej
w poprzednim zdaniu nie musi by¢ jedyna — jezeli jest ich wiecej, wybieramy
dowolna z nich. W ten sposéb kazdemu elementowi x € A przypisaliSmy liczbe
pierwsza ze zbioru {1,2,...,n}. Jednak zbiér A sktada sie z m—+1 elementéw,
a do dyspozycji mamy tylko m liczb pierwszych. W rezultacie pewna liczba
pierwsza p zostala przyporzadkowana dwém réznym elementom z,y € A.

Niech w oznacza iloczyn m—1 elementéw zbioru A réznych od z i y. Na
mocy okreslenia liczby p istnieja takie nieujemne catkowite wykltadniki ki ¢,
ze potega pF jest dzielnikiem liczby z, ale nie iloczynu wy, a potega p’ jest
dzielnikiem liczby y, ale nie iloczynu wz. Zatem w rozktadzie iloczynu wy-wx
liczba pierwsza p wystepuje z wykltadnikiem nizszym niz k+¢, mimo ze iloczyn
ten jest podzielny przez liczbe xy, ktéra z kolei jest podzielna przez p*+*.

Uzyskana sprzeczno$¢ konczy rozwiazanie zadania.
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Zadanie 4. Znalezé wszystkie takie pary funkcji f, g okreslonych na zbiorze
wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujacych wartosci rzeczywi-
ste, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelniona jest réwnosé

(1) 9(f(x)—y)=f(9(y)) +=.
Rozwigzanie
Oznaczmy a= f(g(0)). Podstawiajac y =0 w warunku (1) otrzymujemy
(2) 9(f(x))=F(9(0)) +z=a+z.
Biorac zas y = f(z) w zaleznosci (1) i wykorzystujac zwiazek (2) dostajemy
(3) 9(0)=f(g(f(x)) +z=flatz)+x

dla kazdego z. Niech teraz z bedzie dowolna liczba rzeczywista. Przyjmujac
x=z—a w réwnosci (3) stwierdzamy, ze
4) f(z)=fla+z)=9(0)—2z=9g(0)—z24+a=c—=z dla dowolnego z,
gdzie oznaczyliSmy ¢ = g(0)+a. Wobec tego zwiazek (2) przybiera postaé
(5) glc—z)=a+um.
Podstawiajac x = c—t w zaleznosci (5) uzyskujemy
(6) g(t)=g(c—(c—t))=a+(c—t) dla dowolnego t.
Na mocy réwnoéci (6) zastosowanej dla t =0 oraz réwnosci (4) otrzymujemy
a=f(g(0))=f(a+c)=c—(a+c)=—a, czyli a=0. Zatem zaleznosci (4) i (6)
prowadzg do wniosku, ze
(7) flz)=g(z)=c—2x dla kazdego x.

Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnej wartosci ¢ funkcje f i g zadane
wzorami (7) spelniaja réwnosé (1) — obie jej strony sa wowczas réwne z+y.

Odpowiedz: Wszystkie pary funkcji f, g o zadanej wlasnosci sa opisane
zaleznodcia f(z)=g(x) =c—z, gdzie ¢ jest dowolna liczba rzeczywista.

Zadanie 5. Dany jest trojkat ABC, w ktérym SCAB =60° oraz AB # AC.
Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na tym trdjkacie, a punkt I
— Srodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat. Wykazaé, ze syme-
tralna odcinka AI, prosta OI oraz prosta BC przecinaja sie w jed-
nym punkcie.



Rozwigzanie

rys. 1

Zauwazmy najpierw, ze na mocy zaleznoéci YCAB = 60° mamy
(1) ¥BIC=180°—3(YABC+<¥BCA)=180°—1(180° — SCAB) =120°.

Oznaczmy przez D i E rzuty prostokatne punktu I odpowiednio na boki
AB i BC. Niech ponadto F' bedzie punktem symetrycznym do punktu [
wzgledem prostej BC' (rys. 1 przedstawia sytuacje, gdy AB < AC, jednakze
rozwiazanie zachowuje moc dla AB> AC'). Punkty F' i A leza po przeciwnych
stronach prostej BC, a przy tym na podstawie zwiazku (1) otrzymujemy

SBFC+<4CAB=<4BIC+<4CAB=180°.
Wobec tego punkt F' lezy na okregu opisanym na trdojkacie ABC, skad
(2) OA=O0F.

Z drugiej strony, w trdojkacie prostokatnym ADI kat ostry ma miare
JIAD = %iCAB =30° i w takim razie

(3) IA=2ID=2IE=IF.

Roéwnosci (2) 1 (3) dowodza, ze punkty O oraz I leza na symetralnej
odcinka AF'. Zatem symetralna odcinka A, prosta OI oraz prosta BC' s
symetralnymi bokéw tréojkata TAF, a wiec przecinaja sie w jednym punkcie
bedacym srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie.

Zadanie 6. Niech S(k) oznacza sume cyfr liczby catkowitej k w zapisie dziesigt-
nym. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich dodatnich liczb
catkowitych n, ze S(2"+n) < S(2").
Rozwigzanie
Wykazemy, ze wymagana wtasnos¢ ma kazda liczba postaci n=10"+3,
gdzie m > 2 jest liczba catkowita.
Zauwazmy w tym celu, ze dla kazdego catkowitego k> 1 liczba 220k+3
daje reszte 8 z dzielenia przez 100. Rzeczywidcie, z réwnoéci 220 = 1048576
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wynika, ze liczba 220F = (220)F jest iloczynem k liczb dajacych reszte 76
z dzielenia przez 100. Ponadto dla dowolnych liczb catkowitych a i b mamy
(100a+76)(100b+76) = 100(100ab+ 76a + 76b+ 57) 4+ 76, skad wnioskujemy,
ze iloczyn liczb dajacych reszte 76 z dzielenia przez 100 réwniez jest taka
liczba. Wobec tego 229% =100/ + 76 dla pewnej liczby calkowitej ¢, a wiec
220k+3 = 8(100£ + 76) = 100(8¢+6) + 8.

Liczba n daje reszte 3 z dzielenia przez 20. Zatem 2™ =100x 4+ 8 dla
pewnej liczby calkowitej z, skad uzyskujemy S(2") = S(z)+8 oraz
(1) S(2"+3)=5(100z+11) = S(z)+2=5(2") —6.

7 drugiej strony, dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej y prawdziwa
jest nieréwnos$é S(y+10™) < S(y)+ 1. Istotnie, pisemne dodawanie y+ 10"
polega na dodaniu jedynki do pewnej pozycji w zapisie dziesietnym liczby .
Jezeli na tej pozycji stoi cyfra rozna od 9, to zwiekszamy ja o 1, a pozostate
cyfry nie zmieniaja sie, czyli S(y+10™)=S(y)+1. Z kolei gdy na rozwazanej
pozycji stoi cyfra 9, to w wyniku dodawania y+10™ zamieniamy blok pewnej
liczby kolejnych dziewigtek na zera oraz zwiekszamy o 1 cyfre stojaca przed
tym blokiem. Oznaczajac przez d liczbe zamienionych dziewiatek widzimy,
ze S(y+10™)=S(y)—9d+1< S(y).

W rezultacie

S(2" +n)=8(2" +3+10™) < S(2" +3) +1,

co w polaczeniu z zaleznoscia (1) pozwala stwierdzié, ze S(2"+n) <.S(2")—5.
Rozwiazanie jest wiec zakonczone.
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