LXIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

18 kwietnia 2012 r. (pierwszy dzieh zawoddéw)

Zadanie 1. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka dodatnia liczba wymierna w, nie be-
daca liczba calkowita, ze potega w" jest liczba wymierna.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze liczba wymierna w spelnia dany warunek i zapiszmy ja
w postaci utamka nieskracalnego w = ¢, gdzie a i b sa wzglednie pierwszymi
dodatnimi liczbami catkowitymi. Liczba w nie jest catkowita, zatem b > 1.
Przedstawmy wreszcie liczbg wymierna w® jako utamek ™, gdzie m i n sa
wzglednie pierwszymi dodatnimi liczbami catkowitymi. Wéowczas

) -2

Podnoszac réwnosé (1) stronami do potegi b, a nastepnie mnozac ja obu-
stronnie przez b*n’, otrzymujemy
(2) a®nb =mbbe.

Zaleznoéé (2) wskazuje, ze liczba n® jest dzielnikiem iloczynu m®b®. Po-
niewaz liczby m i n sa wzglednie pierwsze, wiec liczba n® musi byé dzielnikiem
liczby b®. Ponadto — znéw na mocy zwiazku (2) — liczba b® jest dzielnikiem
iloczynu an®. Korzystajac teraz z faktu, ze liczby a i b sa wzglednie pierwsze,
dochodzimy do wniosku, ze liczba b® jest dzielnikiem liczby n’. Wobec tego

(3) nb =b.

Rozwazmy rozklad liczby b na czynniki pierwsze. W my$l réwnosci (3)
wyktadnik, z jakim dowolna liczba pierwsza wchodzi do tego rozktadu, staje
sie po pomnozeniu przez a liczba podzielng przez b. Jednak liczby a i b sa
wzglednie pierwsze i w efekcie wykladnik ten musial by¢ podzielny przez b.
Zatem nie tylko liczba b%, lecz takze liczba b jest b-ta potega liczby catkowite]j.

Niech wiec b=c?, gdzie c jest nieujemna liczbg catkowitg. Zaleznoéé b>1
dowodzi, ze ¢>1, czyli ¢>2. Stad b= c? > 2°. Uzyskaliémy sprzecznoéé, gdyz
dla kazdej liczby calkowitej k> 2 prawdziwa jest przeciwna nieréwnosé k < 2%.
Aby ja uzasadnié, stosujemy indukcje. Dla k =2 nieréwno$é¢ jest prawdziwa.
Natomiast krok indukcyjny sprowadza sie do spostrzezenia, ze jezeli k < 2F
dla pewnej wartosci k > 2, to

k+1<2F+1<2b42r=2F1
To konczy rozwigzanie zadania.

Odpowiedz: Taka liczba nie istnieje.
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Zadanie 2. Wyznaczyé wszystkie pary (m,n) dodatnich liczb catkowitych, dla
ktérych szescian K o krawedzi n mozna obudowaé prostopadtoscien-
nymi klockami o wymiarach m x 1 x 1 w taki sposéb, by powstat
szedcian o krawedzi n+2, majacy ten sam $rodek co K.

Rozwigzanie

Niech C bedzie sze$cianem o krawedzi n+ 2, podzielonym na szeSciany
jednostkowe, ktére nazwiemy kostkami. Umie$émy szescian C' w tréojwymia-
rowym uktadzie wspolrzednych tak, by byt on zbiorem punktéw o wszyst-
kich wspélrzednych nalezacych do przedziatu (—35,n+3). Wowczas wszystkie
wsp6lrzedne §rodka dowolnej kostki naleza do zbioru {0,1,2,...,n+1}.

Kostki nie przylegajace do brzegu szescianu C' tworzg szeécian o krawe-
dzi n wspétsrodkowy z C. Jest to szeécian K, o ktérym mowa w tresci zada-
nia. Nalezy zatem wyznaczy¢ takie pary (m,n), ze wszystkie kostki brzegowe
mozna polaczyé w klocki zbudowane z m kostek, bedace prostopadlo$cianami
o wymiarach m x 1 x 1.

Whpiszmy w kazda kostke brzegowa liczbe ze zbioru S={0,1,2,...,m—1}
w nastepujacy sposob: jezeli srodek kostki ma wspolrzedne (z,y,z), to wpi-
sujemy w nia reszte z dzielenia sumy z+y+ 2z przez m. Wtedy w dowolnym
prostopadloscianie mx1x1 zbudowanym z m kostek brzegowych sumy wspo6t-
rzednych srodkow tych kostek tworzg ciag m kolejnych liczb catkowitych, czyli
kazdy element zbioru S pojawia si¢ doktadnie raz. Wobec tego jezeli para
(m,n) ma wlasno$é opisang w tresci zadania, to wéréd wszystkich kostek
brzegowych kazdy element zbioru S wystepuje tyle samo razy.

Zbiér punktéow o réwnych trzech wspolrzednych tworzy prosta £ prze-
chodzaca przez dwa przeciwlegte wierzchotki szescianu C. Obrét o kat 120°
wokoé! prostej £ przeksztalca szeScian C' w siebie oraz kostki brzegowe w kostki
brzegowe, a ponadto przeprowadza punkt (z,y,z) na punkt (y,z,x) o takiej
samej sumie wspotrzednych. Przy tym jedynie kostka o srodku (0,0,0) oraz
kostka o érodku (n+1,n+41,n+1) przechodza na siebie; nazwijmy je kost-
kami wyjgtkowymi. Pozostate kostki brzegowe pod wpltywem obrotu tacza sie
w tréjki o érodkach postaci (x,y,z2), (y,z,z) i (2,z,y). Liczby wpisane we
wszystkie kostki takiej trojki sa wiec réwne. Wynika stad, ze wérdd kostek
brzegowych niewyjatkowych liczba wystapien kazdego elementu zbioru S jest
podzielna przez 3.

Jezeli pewien element zbioru S nie jest wpisany w zadng z dwoch kostek
wyjatkowych, to liczba jego wystapien wéréod wszystkich kostek brzegowych
jest podzielna przez 3. Z kolei dla elementu s € S wpisanego w jedng z kos-
tek wyjatkowych — zaleznie od tego, czy w drugiej kostce wyjatkowej takze
znajduje sie s — liczba wystapien daje reszte 1 lub 2 z dzielenia przez 3.
Aby wiec wszystkie elementy zbioru S mogly pojawié sie tyle samo razy,
kazda liczba wpisana w dowolna kostke musi réwniez wystapi¢ w pewnej
kostce wyjatkowe;j.



W rezultacie albo m =1, albo tez m =2 i wéwczas kostki wyjatkowe za-
wieraja dwie rézne liczby. W drugim przypadku sumy wspoétrzednych srodkéw
tych kostek, réwne 0 oraz 3n+3, daja rézne reszty z dzielenia przez 2, co ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba parzysta.

Pozostaje sprawdzié, ze dla m =1 oraz dla m=2 i parzystych wartosci n
mozna pogrupowaé kostki w prostopadtosciany m x 1 x 1. Dla m =1 nie ma
czego dowodzié. Jezeli zas m=2, to kostki brzegowe mozna podzieli¢ na $ciane
dolna i gérng — obie bedace prostopadloscianami (n+2) x (n+2) x 1 — oraz
na pionowe slupy o wymiarach 1x 1 xn. Dla parzystych n kazda z tych dwéch
Scian oraz kazdy stup mozna oczywiscie rozbié¢ na prostopadtosciany 2x1x 1.

OdpowiedZ: Para (m,n) ma zadana wlasno$é¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
m=1lub gdy m =2 i n jest liczba parzysta.

Zadanie 3. Tréjkat ABC, w ktérym AB = AC, jest wpisany w okrag o. Okregi
01 1 02 sa styczne wewnetrznie do okregu o odpowiednio w punktach
P i Q, sa tez styczne odpowiednio do odcinkéw AB i AC oraz sa
roztaczne z wnetrzem tréjkata ABC. Niech m bedzie taka prosta
styczng do okregbéw o1 i 02, ze punkty P i Q leza po przeciwnej jej
stronie niz punkt A. Prosta m przecina odcinki AB i AC odpowied-
nio w punktach K i L. Dowie$é, ze punkt przeciecia prostych PK
i QL lezy na dwusiecznej kata BAC'

Rozwigzanie

PoprowadZmy trzy proste styczne do okregu o: prosta ¢; réwnolegly do
prostej m i lezaca po przeciwnej jej stronie niz punkty B i C, prosta fo row-
nolegla do prostej AC' i lezaca po tej samej jej stronie co punkt B, oraz pro-
sta f3 réwnolegla do prostej AB i lezaca po tej samej jej stronie co punkt C'.
Oznaczmy ponadto symbolami U, V i W wierzchotki tréjkata wyznaczonego
przez proste {1, {5 i £3 w sposOb wskazany na rys. 1.

Jednoktadno$é¢ o érodku P, ktéra odwzorowuje okrag o; na okrag o,
przeksztalca proste m i AB styczne do okregu o1 na proste 1 i £3 styczne do
okregu o. Zatem przeprowadza ona punkt K przeciecia prostych m i AB na
punkt U przecigcia prostych ¢; i ¢3. Stad wniosek, ze punkty P, K i U leza
na jednej prostej. Analogicznie punkty @), L i V leza na jednej proste;j.

Niech R bedzie punktem przeciecia prostych PK i QL. Rozpatrzmy
jednoktadnosé j o érodku R przeksztalcajaca prostg m na prosta ¢1; zacho-
wuje ona proste KU i LV, czyli przeprowadza punkty K i L odpowiednio
na punkty U i V. Wobec tego j odwzorowuje prostg AB przechodzaca przez
punkt K na réwnolegly do niej prosta przechodzaca przez punkt U, a wiec na
prosta ¢3. Podobnie uzasadniamy, ze j przeksztatca prostg AC na prosta £s.
To oznacza, ze proste zawierajace boki trojkata AK L sa odwzorowywane
przez jednokladnosé j na proste zawierajace boki trojkata WUV. W efekcie
oba te tréjkaty sa jednoktadne wzgledem punktu R, co dowodzi, ze punkt R
lezy na prostej AW.



rys. 1

Do zakonczenia pozostaje jeszcze wykazaé, ze punkt W lezy na dwu-
siecznej kata BAC. Jednak przy symetrii wzgledem tej dwusiecznej prosta
AB przechodzi na prosta AC, a z réwnosci AB= AC wynika, ze okrag o prze-
chodzi na siebie. Zatem prosta ¢ przechodzi przy tej symetrii na prosta /3,
czyli punkt ich przeciecia W lezy na osi tej symetrii, co koniczy rozwiazanie.
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Zadanie 4. W turnieju wzielo udzial n zawodnikéw (n >4). Kazdy zawodnik
rozegral doktadnie jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, nie
bylto remiséw. Zakltadamy, ze nie istnieje taka czwérka zawodnikow
(A,B,C,D), ze A wygrat z B, B wygral z C, C wygral z D oraz
D wygral z A. Wyznaczy¢, w zaleznosci od n, najwiekszg mozliwa
liczbe takich tréjek zawodnikéw (A, B,C'), ze A wygral z B, B wygral
z C oraz C wygral z A.

(Uwaga: Tréjki (A, B,C), (B,C,A) i (C, A, B) uwazamy za jedng trdjke.)

Rozwigzanie

Nazwijmy trojkg remisowq zbiodr ztozony z trzech zawodnikéw, ktérych
mozna tak oznaczy¢ literami A, B, C, ze A wygralt z B, B wygral z C i C wy-
gral z A. Mamy wiec znalezé najwiekszg mozliwa liczbe tréjek remisowych.

Wykazemy, ze jeden zawodnik nie moze naleze¢ do dwdch réznych tréjek
remisowych. Przypu$émy bowiem, wbrew tej tezie, ze dwie rézne tréjki maja
wspdélnych niektérych zawodnikéw. Wtedy istnieje taki zawodnik A nalezgcy
do obu tych tréjek, ze zawodnik pokonany przez A w pierwszej trojce jest inny
niz zawodnik pokonany przez A w drugiej tréjce. Tych dwéch zawodnikdw,
ktérzy przegrali z A, mozemy tak oznaczyé¢ symbolami B i C, ze B wygrat
z C'. Niech ponadto D bedzie trzecim zawodnikiem tej z rozwazanych tréjek,
do ktérej naleza A i C; woéwcezas D przegrat z C oraz wygrat z A. Wobec tego
A wygral z B, B wygral z C, C wygral z D oraz D wygral z A, co przeczy
warunkom zadania.

Zatem kazdy zawodnik nalezy do co najwyzej jednej tréjki remisowej.
Stad wniosek, ze trzykrotnosé liczby tych trdjek nie przekracza n. W efek-
cie tréjek remisowych jest nie wiecej niz m, gdzie m jest najwieksza liczba
catkowita, dla ktérej m < %n

Wskazemy teraz przyklad turnieju o wymaganej wtasnosci, w ktérym
liczba tréjek remisowych wynosi co najmniej m.

W tym celu ponumerujmy zawodnikow liczbami 1, 2, 3, ..., n i okreslmy
wyniki rozgrywek przyjmujac, ze kazdy mecz zostal wygrany przez zawod-
nika o mniejszym numerze, z nastepujacymi wyjatkami: dla k=1,2,3,...,m

zawodnik o numerze 3k —2 przegrat z zawodnikiem o numerze 3k. Wowczas
dla k=1,2,3,...,m zawodnicy o numerach 3k —2, 3k—1 i 3k tworza trdojke
remisows.

Przypusémy wreszcie, ze istnieje czwérka (A, B,C,D) opisana w tresci
zadania; mozemy przyjaé, ze zawodnik A ma w tej czwdrce najmniejszy nu-

5



mer. Poniewaz A przegral z zawodnikiem D o wiekszym numerze, wiec dla
pewnego k zawodnicy A i D majg odpowiednio numery 3k —2 i 3k. To ozna-
cza, ze D pokonal zawodnikéw o numerach wiekszych od 3k. W takim razie C
ma numer mniejszy od 3k i wiekszy od 3k —2, czyli numer 3k — 1. Jednak
w tej sytuacji numer zawodnika B wynosi co najmniej 3k+1, a kazdy taki
zawodnik przegral z C, w sprzecznosci z przypuszczeniem, ze B wygral z C.

Wynika stad, ze najwieksza mozliwa liczba tréjek remisowych wynosi m.

Odpowiedz: Szukana najwigksza mozliwa liczba tréjek jest réwna naj-
wiekszej liczbie calkowitej nie przekraczajacej %n

Zadanie 5. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt O jest érodkiem okregu opi-
sanego, a dwusieczna kata BAC przecina bok BC w punkcie D.
Niech M bedzie takim punktem, ze MC' L BC oraz M AL AD. Proste
BM i OA przecinaja si¢ w punkcie P. Wykazaé, ze okrag o §rodku P
i przechodzacy przez punkt A jest styczny do prostej BC.
Rozwigzanie
Jezeli AB = AC, to odcinek AD zawiera punkt O i jest prostopadtly
do boku BC. Ponadto BD = DC oraz czworokat ADCM jest prostokatem.
W efekcie punkt P jest srodkiem odcinka AD, czyli odcinek ten jest srednica
okregu o srodku P i przechodzacego przez punkt A, co pociaga za sobg teze.

B E

M
A
vy
YO
B D C
F
rys. 2 rys. 3

Przyjmijmy wiegc, ze AB# AC. Na przedtuzeniu boku BA poza punkt A
odlézmy taki punkt E, ze AE = AC (rys. 2 i 3, na ktérych przedstawione sa
odpowiednio przypadki AB < AC i AB> AC). Na mocy zalozenia AB # AC
punkt E nie lezy prostej MC.



7 okredlenia punktu D i warunku M A | AD wnioskujemy, ze punkt M
lezy na dwusiecznej kata C AFE. Poniewaz za$ tréjkat CAFE jest réwnora-
mienny, wigc prosta AM jest symetralna odcinka CE. Zatem MFE = MC,
a przy tym M AL CFE i w rezultacie EC' || AD.

Niech F' bedzie punktem, w ktérym dwusieczna kata BAC ponownie
przecina okrag opisany na tréjkacie ABC. Punkt F jest srodkiem tuku BC
tego okregu. W takim razie OF | BC, co oznacza, ze OF || MC.

Przyjrzyjmy sie teraz blizej tréjkatom FOA i CME. Sa to trojkaty
réwnoramienne, w ktérych OF =OA oraz MC = ME. Punkty O, A, M i FE
leza po przeciwnej stronie prostej BC' niz punkt F, wiec z wykazanych wyzej
réwnolegloéci AF || EC i OF || MC uzyskujemy réwno$é SJOFA=IMCE.
Wobec tego w obu rozwazanych tréjkatach réwnoramiennych katy miedzy
ramieniem a podstawg sa réwne, czyli trojkaty te sa podobne. Co wiecej, ich
podstawy AF i EC sa réwnolegle oraz ramiona OF i MC' sa réwnolegle.
Zatem ramie OA jest rownoleglte do ramienia M FE.

W ten sposéb udowodnilismy, ze AP || EM. Stosujac twierdzenie Talesa
do katow EBM i EBC otrzymujemy

BP BA BD

PM AE DC’
Na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika stad, ze
PD|| MC i w konsekwencji PD 1 BC. Ponadto w tréjkacie réwnoramiennym
FOA odcinek PD jest réwnoleglty do ramienia OF, czyli tréjkat DPA jest
rownoramienny i PD = PA. To wraz z prostopadioscia PD 1 BC dowodzi,
ze okrag o srodku P przechodzacy przez punkt A jest styczny do prostej BC
w punkcie D.

Zadanie 6. Dowieéé, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ praw-
dziwa jest nieréwnosé

a—>b\? b—c\? c—a\?2 a—b b—c c—a
—_— > .
(1)(C)+(a)+(b)/2\/§<c+a+b>
Rozwigzanie

Mnozac obustronnie nieréwno$é (1) przez liczbe dodatnia a?b?c? uzy-
skujemy réwnowazng postaé

a?b?(a—b)*+b* (b—c)?+c?a*(c—a)? > 2v2 abc[ab(a—b) +-be(b—c)+ca(c—a))].
Poniewaz
ab(a—0b) +be(b—c)+ca(c—a) = ab(a—b) +c(b* —a®) +c*(a—b) =
= (a—b)[ab—c(a+b)+c*|=(a—b)(a—c)(b—c),

wiec nalezy wykazaé, ze
(2)  a®b*(a—Db)2+b2c(b—c)?+c*a?(c—a)? > 2v2abc(a—b)(a—c)(b—c).
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Obie strony nieréwnosci (1) nie ulegaja zmianie pod wplywem cyklicz-
nego przestawienia symboli a, b, c. Mozemy wobec tego przyjaé, ze a jest naj-
wieksza sposréd danych trzech liczb (lub jedna z najwigkszych). Jezeli b< ¢,
to nieréwnosé (2) zachodzi, gdyz jej prawa strona jest niedodatnia, lewa zas
— nieujemna. Przypuéémy zatem, ze a > b> c. Wéwcezas liczby x =a—0b oraz
y=b—c sa nieujemne, a dowodzona zaleznos¢ (2) mozemy przepisa¢ w postaci
(3) a?b?2? + 02y + P (x +y)? > 2V 2abcxy(x +y).

Zastosujmy nieréwno$é u+w > 2y/uw do liczb nieujemnych u = b?c?y?,
w=c?a®(z+y)? oraz do liczb nieujemnych u=abz?y(x+y), w=2abc*y(x+y).
Otrzymujemy nastepujace dwie zaleznosci:

b2y +cfa? (x+1)? > 2abcPy(z +y)
oraz

abz?y(x+1y) + 2abc*y(z +vy) > 2V 2abcxy(x +y);

dodajac je stronami i redukujac wyrazy podobne stwierdzamy, ze
(4) abz?y(x +y) + b2y’ + P’ (x +y)? > 2V 2abexy(z +y).

Poréwnujac (3) i (4) widzimy, ze po obu stronach wystepuja jednakowe
sktadniki z wyjatkiem pierwszych sktadnikéw lewych stron. W takim razie
nieréwnosé (3) wyniknie z nieréwnosci (4), jezeli udowodnimy, Ze te pierwsze
skladniki spetniaja warunek a?b?z? > abx?y(z+y), czyli abr?[ab—y(x+y)]>0.
Ostatnia nieréwno$é jest jednak prawdziwa, gdyz abxz? > 0 oraz

ab=(c+z+y)(cty) > (z+y)y,

a wiec wyrazenie w nawiasie kwadratowym ma warto$¢ dodatnig.
W ten sposéb wykazalismy zwiazek (3), co pociaga za soba teze zadania.
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