LXIV Olimpiada Matematyczna
Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
I seria (3 wrzeénia 2012 r. — 3 pazdziernika 2012 r.)

1. Dane sg rézne dodatnie liczby wymierne = i y, dla ktorych

liczba
T+ \/y
W= —2>=
Y+

jest wymierna. Wykazaé, ze obie liczby = i y sa kwadratami liczb wy-
miernych.

2. Dany jest réwnolegtobok ABC'D z katem ostrym przy wierzchot-
ku A. Zakladamy, ze okrag opisany na tréjkacie ABD przecina boki
CB i CD odpowiednio w punktach K i L réznych od wierzchotkow.
Niech odcinek AN bedzie $rednicg tego okregu. Udowodnié¢, ze punkt N
jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie CKL.

3. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Wykazaé, ze jezeli
suma wszystkich jej dodatnich dzielnikéw jest nieparzysta, to liczba n
jest kwadratem lub podwojonym kwadratem liczby catkowitej.

4. Na tablicy narysowany jest 2012-kat foremny. Michat i Jurek
dorysowuja na zmiane jedna przekatna, nie majacag wspolnych punktéw
wewnetrznych ani wspolnych koncéw z wcezesniej narysowanymi prze-
katnymi. Przegrywa ten z graczy, ktory nie moze wykonaé ruchu. Gre
rozpoczyna Michal. Ktory z graczy ma strategie wygrywajaca?

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jedno-
stronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olim-
piady wlasciwego terytorialnie dla szkoty, najpoiniej dnia

3 pazdziernika 2012 r.

(decyduge data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane pézniej nie bedg rozpatrywane.



LXIV Olimpiada Matematyczna
Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
IT seria (4 pazdziernika 2012 r. — 5 listopada 2012 r.)

5. Wyznaczy¢ najmniejsza wartos¢ wyrazenia |20™ — 97|, gdzie
m i n sa dodatnimi liczbami catkowitymi.

6. Punkty P, Q i R leza odpowiednio na bokach BC', CA i AB
tréjkata ABC', przy czym spelnione sa réwnosci AR = RP = PC oraz
BR = RQ = QC'. Wykazaé, ze AC + BC =2AB.

7. Dany jest czworoscian ABCD, w ktorym /BCA = /BAD,
a sfera o $rodku S dopisana do tego czworoscianu jest styczna do Sciany
ABC w srodku okregu opisanego na tej Scianie. Udowodnié, ze proste
AD i AS sa prostopadle.

(Uwaga: Sfera dopisana do czworoscianu to sfera styczna do dokladnie
jednej $ciany oraz do trzech plaszczyzn zawierajacych pozostale Sciany.)

8. Na planszy o wymiarach n X n wyrdzniono 2n — 1 pdl. Do-
wie$é¢, ze mozna pomalowaé¢ pewna niezerowg liczbe wyrdéznionych poél
na zielono w taki sposob, ze:

e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie liczba zielonych pdl jest
parzysta,
albo
e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie liczba zielonych pdl jest
nieparzysta.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jedno-
stronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olim-
piady wlasciwego terytorialnie dla szkoty, najpoziniej dnia

5 listopada 2012 r.

(decyduge data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane pééniej nie bedg rozpatrywane.



LXIV Olimpiada Matematyczna
Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
I1I seria (6 listopada 2012 r. — 6 grudnia 2012 r.)

9. Na plaszczyznie ustawiono po jednym kamieniu w punktach
o wspélrzednych (0,0), (0,1), (1,0) i (1,1). W jednym ruchu wybie-
ramy dowolny kamien i przestawiamy go symetrycznie wzgledem kto-
rego$ z pozostalych kamieni. Rozstrzygnac¢, czy po skonczonej liczbie
ruchow trzy kamienie moga znalez¢é si¢ na jednej proste;j.

10. Dany jest prostopadlo$cian ABCDA'B'C'D’. Niech a, 81 7
beda katami utworzonymi przez przekatna AC’ z krawedziami AB,
AD i AA’. Udowodnié, ze

3
tga+tgf+tgy < étgatgﬁtgm

11. Dany jest czworokat wypukly ABC D . Proste zawierajace dwu-
sieczne katéw wewnetrznych A i C' przecinajg sie w punkcie P, a pro-
ste zawierajace dwusieczne katow wewnetrznych B i D przecinaja sie
w punkcie Q). Dowiesé, ze jezeli kat PAQ) jest prosty, to rowniez kat
PCQ jest prosty.

12. Zbadaé, czy istnieje liczba catkowita wicksza od 20122912 | kt6-
rej nie mozna przedstawi¢ w postaci x? + y2 + 25, gdzie x, y i z sa
dodatnimi liczbami catkowitymi.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jedno-
stronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olim-
piady wlasciwego terytorialnie dla szkoty, najpoiniej dnia

6 grudnia 2012 r.

(decyduge data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane pééniej nie bedg rozpatrywane.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej
® Dla wojewédztwa pomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu
Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.
® Dla wojewddztwa Slaskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu
Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.
® Dla wojewddztwa malopolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu
Jagiellonskiego, ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakow.
® Dla wojewddztwa lubelskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Zaktad Rachunku Prawdopodo-
bienstwa pok. 810, Instytut Matematyki UMCS, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1,
20-031 Lublin.
® Dla wojewddztwa tédzkiego i Swietokrzyskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydziat Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu Lodzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lo6dz.

® Dla wojewddztwa wielkopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzialt Matematyki i Informatyki
UAM, ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.

® Dla wojewddztwa podkarpackiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Katedra Matematyki, Politechnika
Rzeszowska, al. Powstancéw Warszawy 8, 35-959 Rzeszéw.

® Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu
Szczecinskiego, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

® Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki UMK, ul. Chopina 12/18, 87-100 Toruf.

® Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Polskiej
Akademii Nauk, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

® Dla wojewddztwa dolnoslaskiego i opolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersy-
tetu Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna
znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



