LXIV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(3 wrzesnia 2012 r. — 6 grudnia 2012 r.)

Zadanie 1. Dane sg rézne dodatnie liczby wymierne z i y, dla ktérych liczba

1) w="4V0

y+vz
jest wymierna. Wykazaé, ze obie liczby x i y sg kwadratami liczb
wymiernych.

Rozwigzanie
Pomnézmy obustronnie réwno$é (1) przez mianownik y++/z, otrzymujac

wy+wyxr=1x+ /Yy,
skad
(2) w\z—\/y=x—wy.
Nastepnie podniesmy obustronnie zaleznosé (2) do kwadratu. Uzyskujemy
wrr — 2w\/Ty +y = x° — 2wry +wy?,
a wiec
(3) 2wy/zy = wz+y— 2% + 2wry —wy>.
Prawa strona zwiazku (3) jest liczba wymierna, a w jest dodatnia liczba

wymierna. W rezultacie liczba a = ,/zy takze jest wymierna.
Pomnézmy teraz obie strony réwnosci (2) przez /x. Dostajemy

(4) wr—a=(x—wy)\/z.

Mnozac z kolei obustronnie zaleznos¢ (2) przez /y otrzymujemy

(5) aw—y = (z—wy)\/y.

Czynnik = —wy wystepujacy po prawej stronie zwiazkéw (4) i (5) jest rézny

od zera. Przypusémy bowiem, whrew tej tezie, ze ma miejsce réwnos$é¢ x =wy.

Wéwezas mnozac obie jej strony przez y++/x stwierdzamy, ze
z(y+va)=(+y)y.

Wynika stad zaleznos¢ x+v/x =y,/y, ktéra jednak przeczy zalozeniu, ze liczby
x 1y sa rézne. Zatem na mocy zwiazkéw (4) i (5) liczby

oraz VY=

T —wy T —wy

wr —a
xTr=

aw—y

sa wymierne, co jest réwnoznaczne z teza zadania.
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Zadanie 2. Dany jest roéwnolegtobok ABCD z katem ostrym przy wierzchol-
ku A. Zaktadamy, ze okrag opisany na tréjkacie ABD przecina boki
CB i CD odpowiednio w punktach K i L réznych od wierzchot-
kéw. Niech odcinek AN bedzie srednicg tego okregu. Udowodnié, ze
punkt NV jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie CK L.
Rozwigzanie
Sposdb 1
Punkty A, B, L oraz D leza na jednym okregu w wypisanej kolejnosci,
a katy wewnetrzne réwnolegtoboku ABC D przy wierzchotkach A i C' maja
réwne miary (rys. 1). Stad otrzymujemy

IBLC =180° —4YBLD=<4BAD=<YBCD =<4BCL.

Wobec tego tréjkat BC'L jest réwnoramienny.

7 drugiej strony, odcinek AN jest érednica danego w tresci zadania
okregu, wiec proste AB i BN sg prostopadle. W efekcie réwniez proste C'D
i BN sa prostopadle. Jednak w tréojkacie réwnoramiennym BC'L wysokosé
poprowadzona z wierzchotka B pokrywa sie z symetralna boku CL, zatem
z poprzedniego zdania wynika, ze punkt N lezy na symetralnej odcinka CL.

Podobnie dowodzimy, ze tréjkat KCD jest réwnoramienny, a punkt N
lezy na symetralnej odcinka C'K. W takim razie punkt IV jest punktem prze-
cigcia symetralnych dwoch bokéw tréjkata CK L, co pociaga za soba teze.

D L

rys. 1

Sposdb 11

Na mocy okreslenia punktu N katy ABN i ADN sa proste (rys. 1).
Z kolei w my$l zatozen zadania katy ABK i ADL sg rozwarte. To oznacza, ze
punkty B i N leza po przeciwnych stronach prostej AK, a punkty D i N leza
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po przeciwnych stronach prostej AL. Zatem punkty A, B, K, N, L oraz D
leza na jednym okregu w wypisanej kolejnosci, skad uzyskujemy zwiazki

JANK =180° —<4ABK oraz JANL=180°—<SADL.

Jednak czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem i w konsekwencji prawe
strony powyzszych dwéch zaleznosci sa réwne < BCD. To oznacza, ze

(1) JANK = SANL = XBCD.

Na podstawie réwnosci (1) katy wewnetrzne trojkatow AKN i ALN przy
wierzchotku N maja réwne miary. Ponadto katy wewnetrzne tych tréjkatow
odpowiednio przy wierzchotkach K i L sa proste jako katy wpisane oparte
na Srednicy okregu. W takim razie tréjkaty AKN i ALN sa podobne (cecha
kqt-kqt-kqt). Co wiecej, maja one wspélny odpowiedni bok AN, a wiec sa
przystajace. Wobec tego NK = N L, czyli istnieje okrag o o srodku w punk-
cie N, przechodzacy przez punkty K i L. Ponadto punkty N i C leza po tej
samej stronie prostej K L, a z zaleznosci (1) otrzymujemy

IKNL=JYANK +JANL=29BCD =2YKCL,

skad wynika, ze okrag o przechodzi takze przez punkt C'. Okrag o o srodku N
jest wiec okregiem opisanym na tréjkacie C' K L, co kohczy rozwiazanie.

Zadanie 3. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Wykazaé, ze jezeli suma
wszystkich jej dodatnich dzielnikéw jest nieparzysta, to liczba n jest
kwadratem lub podwojonym kwadratem liczby calkowitej.

Rozwigzanie

Sposob 1

Suma wszystkich dodatnich dzielnikow liczby n jest nieparzysta wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba nieparzystych sktadnikéw tej sumy jest nieparzysta.
Zatem na mocy warunkéw zadania zbiér nieparzystych dodatnich dzielnikéw
liczby n ma nieparzysta liczbe elementow.

Niech k bedzie najwicksza taka nieujemna liczba catkowitg, ze potega 2F
jest dzielnikiem liczby n. Wtedy prawdziwy jest rozklad n=2%-m, w ktérym
czynnik m jest nieparzysty. Z rozktadu tego wynika, ze dowolny nieparzysty
dzielnik liczby n jest rowniez dzielnikiem liczby m. Na odwrot, kazdy dzielnik
liczby m jest tez dzielnikiem liczby n. Wobec tego zbiér nieparzystych dziel-
nikéw liczby n pokrywa sie ze zbiorem nieparzystych dzielnikéw liczby m.

Liczba m jest nieparzysta, wiec wszystkie jej dodatnie dzielniki takze
sg nieparzyste. Stad wnioskujemy, ze liczba wszystkich dodatnich dzielnikéw
liczby m jest nieparzysta.

Przyporzadkujmy kazdemu dodatniemu dzielnikowi d liczby m mniej-
szemu od /m liczbe catkowita 7; jest ona dzielnikiem liczby m wigkszym
od y/m. Wéwczas réznym dzielnikom d odpowiadajg rézne wartodci ilorazu .
Ponadto kazdy dzielnik liczby m wiekszy od y/m mozna uzyskaé¢ w ten sposéb:
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dzielnik g liczby m wigkszy od \/m zostal bowiem przypisany dzielnikowi %

mniejszemu od /m. W rezultacie zbiér dodatnich dzielnikéw liczby m mniej-
szych od y/m ma tyle samo elementéw, co zbidr dzielnikéw liczby m wiekszych
od /m. W takim razie liczba dodatnich dzielnikéw liczby m réznych od /m
jest parzysta. To wraz z ostatnim zdaniem poprzedniego akapitu dowodzi,
ze a=+/m jest liczba calkowity bedaca dzielnikiem liczby m. Innymi slowy,
liczba m jest kwadratem liczby catkowitej a.

Jezeli teraz k jest liczbg parzysta, to ma miejsce réwnoéé¢ k= 2b dla
pewnej liczby catkowitej b> 0, skad n=2F.m=2%".42=(2%.4)2. Jezeli nato-
miast k jest liczba nieparzysta, to k=2c+1 dla pewnej liczby catkowitej ¢ >0
i w efekcie n =2%.m =22¢T1.42 =2(2¢.4)2. Zatem liczba n jest kwadratem
lub podwojonym kwadratem liczby catkowitej.

Sposdb 11

Niech p1, po, ..., pr beda wszystkimi dzielnikami pierwszymi liczby n.
Rozkladajac liczbe n na czynniki pierwsze uzyskujemy wiec przedstawienie

n=p{"-py?-...-pk,

w ktorym wyktadniki a1, as, ..., ar sa dodatnimi liczbami catkowitymi.

Dowolny dodatni dzielnik liczby n ma wtedy postaé pll’1 . pg2 e pZ’“, gdzie
wykladniki b1, b, ..., bi sa liczbami catkowitymi spelniajacymi nieréwnosci
0<b;<a; dlai=1,2,...,k. Na odwrét, kazdy iloczyn tej postaci jest dzielni-
kiem liczby n. Zauwazmy nastepnie, ze suma wszystkich mozliwych iloczynéw
tej postaci wynosi

S=1+p1+pi+...+07) (L+pa+ps+...4p32) .- (L+pr+pr+...+p).

Rzeczywiscie, wymnazajac wszystkie nawiasy po prawej stronie powyzszej
rownosci otrzymujemy sume wszystkich mozliwych iloczynéw plfl . pSQ T pZ’“,
w ktérych b; €{0,1,2,...,a;} dlai=1,2,...,k.

Wobec tego liczba S jest suma wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n.
Zatem w my$l warunkéw zadania wszystkie czynniki iloczynu stojacego po
prawej stronie wzoru okreslajacego liczbe S muszg by¢ liczbami nieparzys-
tymi. Jezeli teraz dla pewnego wskaznika i € {1,2,...,k} liczba pierwsza p;
jest nieparzysta, to z nieparzystosci sumy 1+p; +p? +...+ pit wynika, ze
liczba jej sktadnikéw musi byé nieparzysta, czyli wykladnik a; jest liczba
parzysta. W takim razie dowolna nieparzysta liczba pierwsza wchodzi do
rozktadu liczby n na czynniki pierwsze z wykladnikiem parzystym.

Mozliwe sa wiec dwie sytuacje: w rozkltadzie liczby n na czynniki pierwsze
albo wszystkie liczby pierwsze wystepuja z wykladnikiem parzystym, albo
tez wszystkie nieparzyste liczby pierwsze wystepuja z wyktadnikiem parzys-
tym, a liczba pierwsza 2 wystepuje z wykltadnikiem nieparzystym. W drugim
przypadku liczba n jest parzysta oraz wszystkie liczby pierwsze wystepuja
z wyktadnikiem parzystym w rozkladzie liczby %n na czynniki pierwsze.
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Jezeli wszystkie liczby pierwsze wchodza z wyktadnikiem parzystym do
rozkltadu pewnej dodatniej liczby calkowitej m na czynniki pierwsze, to jest
ona kwadratem liczby catkowitej. Istotnie, niech ¢, g2, ..., g¢ beda wszystkimi
dzielnikami pierwszymi liczby m. Wtedy rozklad liczby m przybiera postaé
m=qg g3 ... -qfc’“’ dla pewnych dodatnich liczb calkowitych ¢1, co, ..., cp,
skad wynika, ze liczba m jest kwadratem liczby caltkowitej ¢7* - g5 - ... q;".

Na mocy stwierdzen zawartych w dwéch poprzednich akapitach liczba n
lub liczba %n jest kwadratem liczby catkowitej, co dowodzi tezy zadania.

Zadanie 4. Na tablicy narysowany jest 2012-kat foremny. Michat i Jurek dory-
sowuja na zmiane jedna przekatna, nie majaca wspoélnych punktdw
wewnetrznych ani wspélnych konicow z wezedniej narysowanymi prze-
katnymi. Przegrywa ten z graczy, ktéry nie moze wykonaé ruchu. Gre
rozpoczyna Michal. Ktory z graczy ma strategie wygrywajaca?

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze Michat ma strategie wygrywajaca.

Przypuéémy, ze Michal na poczatku gry rysuje dowolna sposréd 1006
najdtuzszych przekatnych danego 2012-kata foremnego (prosta ¢ zawierajaca
tak wybrana przekatna ¢ jest woéwczas osia symetrii rozwazanego 2012-kata),
a w kazdym ze swoich nastepnych ruchéw dorysowuje przekatna symetryczna
wzgledem prostej £ do przekatnej narysowanej przed chwilg przez Jurka.

Wykazemy, ze przy kazdym swoim ruchu Michal bedzie mogt zastosowaé
opisang strategie nie naruszajac zasad gry. Wyniknie stad, ze doprowadzi
go ona do wygranej, gdyz po kazdym ruchu Jurka Michal bedzie w stanie
wykona¢é kolejny ruch i w rezultacie nie Michat — a wiec Jurek — w pewnym
momencie znajdzie si¢ w sytuacji, w ktorej dorysowanie kolejnej przekatnej
w sposéb zgodny z wymaganiami zadania stanie sie niemozliwe.

Zauwazmy najpierw, ze dopoki Michat stosuje opisang strategie, dopoty
po dowolnym jego ruchu zbiér wszystkich przekatnych narysowanych w danej
chwili na tablicy jest symetryczny wzgledem prostej £. Istotnie, pierwszy ruch
Michata polega na narysowaniu przekatnej zawartej w prostej £. Natomiast
pézniej wykonywane sg pary ruchéw, zlozone z ruchu Jurka i nastepujacego
po nim ruchu Michala; w wyniku wykonania kazdej takiej pary na tablicy
pojawiaja sie dwie nowe przekatne symetryczne wzgledem prostej £.

Udowodnimy teraz, ze jezeli we wszystkich poprzednich ruchach Michat
stosowal rozpatrywang strategie, to moze ja réwniez zastosowaé w biezacym
ruchu w odpowiedzi na ruch wykonany przez Jurka. Wyniknie stad teza.

Niech p oznacza przekatna, ktéra w wykonanym przed chwila ruchu nary-
sowal Jurek. Przed narysowaniem tej przekatnej zbiér S przekatnych znajdu-
jacych sie wéwczas na tablicy byl symetryczny wzgledem prostej £ i zawierat
przekatna q. Poniewaz ruch Jurka byl zgodny z regutami gry, wiec przekatna p
nie ma punktéw wspélnych (wewnetrznych ani koncéw) z zadna przekatna
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ze zbioru & — w szczegdlnosdci z przekatna ¢, co oznacza, ze przekatna p
jest zawarta w jednej z dwoch otwartych péiplaszczyzn wyznaczonych przez
prosta £. Na mocy dwéch poprzednich zdan takze przekatna p’, symetryczna
do przekatnej p wzgledem prostej ¢, nie ma punktéw wspdélnych z zadna
przekatna ze zbioru S. Ponadto przekatne p’ i p réwniez nie maja punktow
wspoélnych, gdyz leza one po przeciwnych stronach prostej £. Wobec tego
Michal moze narysowaé na tablicy przekatng p’ w zgodzie z zasadami gry
i rozwazana strategia, a to wlasnie nalezato wykazac.

OdpowiedZ: Strategie wygrywajaca ma Michal.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ najmniejsza warto$é wyrazenia |[20™ — 97|, gdzie m i n
sg dodatnimi liczbami catkowitymi.
Rozwigzanie

Dla m=n=1 otrzymujemy wartoéé¢ |20! —9'|=11. Udowodnimy, ze jest
to najmniejsza mozliwa warto$¢ rozpatrywanego wyrazenia.

7 algorytmu mnozenia pisemnego wynika, ze jezeli dwie dodatnie liczby
calkowite maja w zapisie dziesietnym cyfre jednosci réwng 9, to iloczyn tych
dwdch liczb ma taka samg cyfre jednosci, jak iloczyn 9-9, czyli cyfre 1. Nato-
miast iloczyn dwoch dodatnich liczb catkowitych o cyfrach jednosci réwnych
odpowiednio 1 i 9 ma cyfre jednosci 9. Zatem cyfry jednoéci poteg 9™ dla
n=1,2,3 sa na przemian rowne 9 i 1. Liczba 20™ jest za$ podzielna przez 10
dla kazdej liczby catkowitej m > 1. Wobec tego dla dowolnych dodatnich liczb
catkowitych m i n cyfra jednosci liczby |20 —9™| wynosi 1 lub 9.

Nalezy wiec wykazac¢, ze dane wyrazenie nie moze by¢ réwne 1 ani 9.

Liczba 20™ nie jest podzielna przez 9, gdyz w jej rozkladzie na czynniki
pierwsze wystepuja tylko liczby 2 i 5. To oznacza, ze rowniez réznica 20™ —9™
nie jest podzielna przez 9 i w konsekwencji [20™ —9™| # 9 dla dowolnych
dodatnich liczb catkowitych m i n.

Przypusémy z kolei, ze dla pewnych liczb catkowitych m,n >1 spelniona
jest réwnosé [20™ —9"| =1. W takim razie 20™ — 9™ =1 lub 20™ —9" = —1.
W pierwszym przypadku dostajemy zaleznosé

9" =20" —1=(20—1)(20m "1 +20m"2 4 20m 3 4 ... +20% +20+1),
ktoéra pociaga za soba podzielnosé liczby 9™ przez 19, co jednak nie moze mieé

miejsca. PrzejdZzmy teraz do przypadku 20™ — 9" = —1. Gdyby wyktadnik m
byt liczba nieparzysta, to z réwnosci

9" =20™ +1=(2041)(20™ " —20m"2 20" 3 — ... +20% —20+1)

uzyskaliby$my podzielnosé liczby 9™ przez 21 i tym bardziej przez 7, co nie
jest mozliwe. Stad wniosek, ze wyktadnik m jest liczbg parzysta, czyli m=2k
dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k. Otrzymujemy zatem rozktad

—1=20m—9" =202k — 3% = (20% — 3")(20% 4-3"),
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w ktérym kazda z dwdch liczb catkowitych stojacych w nawiasach po prawej
stronie musi byé réwna 1 albo —1. To przeczy nieréwnosci 20F 43" > 20+ 3,
a wiec rozwiazanie jest zakonczone.

Odpowiedz: Szukana najmniejsza wartos¢ wynosi 11.

Zadanie 6. Punkty P, Q i R leza odpowiednio na bokach BC, CA i AB tréj-
kata ABC', przy czym spelnione sg réwnosci AR = RP = PC oraz
BR=RQ=QC. Wykaza¢, ze AC+ BC=2AB.

Rozwigzanie

Sposob 1

rys. 2

PoprowadZzmy przez punkt R prosta ¢ prostopadla do prostej C'R. Niech
prosta ¢ przecina proste C'A i C'B odpowiednio w punktach S i T (rys. 2).

W mysl warunku RQ = QC punkt ) lezy na symetralnej boku CR troj-
kata prostokatnego C'RS. Podobnie punkt P lezy na symetralnej boku C'R
trojkata prostokatnego C'RT. Symetralna przyprostokatnej w trojkacie pros-
tokatnym przechodzi przez srodek przeciwprostokatnej. Zatem punkty @ i P
sa odpowiednio srodkami odcinkéw C'S i CT, skad wnioskujemy, ze punkty
S 1T leza odpowiednio na péiprostych CA™ i CB™, a ponadto
(1) CS=2QC=2BR oraz CT =2PC=2AR.

Oznaczmy przez U i W rzuty prostokatne odpowiednio punktéow A i B

na prosta £. Wowczas proste AU i BW sg réwnolegte, a wiec trojkaty ARU
i BRW sa jednoktadne wzgledem punktu R. Stad uzyskujemy zwiazek

AR AU
@) BR - BW'
Podobnie uzasadniamy, ze
5 BT _BW . CS_CR
CT CR AS AU



Mnozac stronami zaleznoéci (2) i (3) stwierdzamy, ze

" AR BT CS_

BR CT AS
Laczac teraz réwnosci (1) i (4) dostajemy zaleznosé
(5) BT = AS.

Prosta ¢ albo przecina prosta AB w punkcie R, albo si¢ z nig pokrywa.
To oznacza, ze punkty S i T leza po przeciwnych stronach prostej AB albo
tez oba leza na prostej AB. W obu przypadkach z réwnosci (5) wynika, ze
suma dlugosci odcinkéow C A i C'B jest taka sama, jak suma dtugosci odcinkéw
CS i CT. Stad i ze zwiazkéw (1) otrzymujemy

AC+BC=CS+CT=2BR+2AR=2(BR+ AR) =2AB.

Sposob 11

Stosujac twierdzenie sinuséw do trojkatéw ABC i RBP (rys. 2) oraz
korzystajac z réwnosci danych w tresci zadania uzyskujemy
£ __sin JABC _sin IRBP singRPB B
AB  sing¥BCA sin4RPB sin{BCA

B @ sin<RPB B Q sinSRPB

~ BR sindBCA CQ sin<BCA’
W tréjkacie réwnoramiennym RPC prawdziwy jest zwigzek SCRP=<PCR,
z ktérego wynika zaleznosé
(7) YRPB=180° - 4<RPC =24PCR.

Z kolei na podstawie réwnosci RP = PC i RQ =QC punkty P i Q lezg na
symetralnej odcinka CR. Zatem $rodek M tego odcinka lezy na prostej PQ,
a trojkaty PMC i QMC maja kat prosty przy wierzchotku M. To wraz
ze zwiazkiem (7) dowodzi, ze
gQ sinYRPB = ((;;]g gM
_cos JQCR
~ cos<PCR
Laczac zaleznosci (6) i (8) otrzymujemy réwnosé
() A£ _ 2cos YQCR sin<PCR
AB sindBCA
Analogicznie uzasadniamy, ze
BC  2cos JIPCRsin<QCR
AB sin<BCA

(6)

sin24<PCR =

(8)
-2sin SPCR cos SPCR =2cos SQCR sin YPCR.

(10)
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Dodajac stronami zwiazki (9) i (10) dochodzimy do wniosku, ze
AC+BC 2sin(§PCR+9QCR) 2sindBCA _
AB sin $BCA ~ singBCA

co nalezalo udowodnié.

2,

Zadanie 7. Dany jest czworoécian ABCD, w ktérym <BCA=<IBAD, a sfera
o srodku S dopisana do tego czworoscianu jest styczna do $ciany
ABC' w srodku okregu opisanego na tej Scianie. Udowodnicé, ze proste
AD i AS sa prostopadte.

(Uwaga: Sfera dopisana do czworoscianu to sfera styczna do dokladnie jed-
nej $ciany oraz do trzech plaszczyzn zawierajacych pozostale $ciany.)
Rozwigzanie

D

rys. 3

Niech O oznacza $rodek okregu opisanego na Scianie ABC', a P — punkt
stycznosci danej w treéci zadania sfery do plaszczyzny ABD (rys. 3).

Odcinki stycznych do sfery poprowadzonych z tego samego punktu maja
rowne dtugoéci, skad na mocy zalozen zadania otrzymujemy zwiazki AO=AP
i BO= BP. Z drugiej strony, na podstawie okreélenia punktu O prawdziwa
jest zalezno$¢ OA=0B. W takim razie odcinki AP, AO, BO i BP maja
jednakowe dtugosci. To z kolei dowodzi, ze trojkaty AOB oraz AP B sg réwno-
ramienne i przystajace (cecha bok-bok-bok), co pociaga za soba réwnosé

(1) IBPA=<BOA.

Punkt O lezy wewnatrz Sciany ABC' i jest srodkiem opisanego na niej okregu.
Stad, w mysl zwiazku pomiedzy katami Srodkowym i wpisanym, uzyskujemy

(2) JBOA=24BCA.
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Laczac réwnosci (1) 1 (2) z réwnoécia dana w tresci zadania stwierdzamy, ze
(3) IBPA=24BAD.
Ponadto w tréjkacie rownoramiennym AP B spelniona jest zaleznosé
JPAB=1(180°—4BPA),
ktora wraz ze zwiazkiem (3) prowadzi do réwnosci
$PAD =4PAB+<4BAD = 1(180° —29¥BAD) + YBAD = 90°.

Wykazaliémy w ten sposéb, ze proste AD i AP sg prostopadle.

Plaszczyzna ABD jest styczna w punkcie P do rozwazanej sfery, skad
wynika, ze prosta SP jest prostopadta do tej ptaszczyzny. Zatem prosta SP
jest prostopadla do lezacej w tej ptaszczyznie prostej AD. W konsekwencji
prosta AD jest prostopadta do nieréwnolegltych prostych AP i SP lezacych
w plaszczyznie ASP. Prosta AD jest wiec prostopadta do ptaszczyzny ASP,
czyli jest prostopadta do lezacej w tej plaszczyznie prostej AS, co daje teze.

Zadanie 8. Na planszy o wymiarach n X n wyrézniono 2n —1 pél. Dowiesé, ze
mozna pomalowaé¢ pewng niezerowsg liczbe wyréznionych pél na zie-
lono w taki sposoéb, ze:

e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie liczba zielonych pdl jest

parzysta,
albo
e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie liczba zielonych pdl jest
nieparzysta.
Rozwigzanie
Sposdb 1

Niech S oznacza zbiér wszystkich 2n —1 wyréznionych pél planszy.

Przyporzadkujmy kazdemu podzbiorowi zbioru S pewien 2n-wyrazowy
ciag o wyrazach réwnych 0 lub 1 w nastepujacy sposob. Niech A bedzie dowol-
nym podzbiorem zbioru S. Dla i=1,2,...,n oznaczmy przez w; oraz k; liczbe
pol zbioru A lezacych odpowiednio w i-tym wierszu oraz w i-tej kolumnie
planszy. Zastapmy kazdy parzysty wyraz ciagu (wi,wa,...,w,,k1,ko,... ky)
liczba 0, a kazdy nieparzysty wyraz — liczba 1. Uzyskany 2n-wyrazowy ciag
przypisujemy zbiorowi A. Zauwazmy, ze suma wszystkich wyrazow tego ciggu
jest parzysta, gdyz suma (wy +ws+...+wy,)+ (k1 +ko+...+ky) jest réwna
podwojonej liczbie pdl zbioru A.

Liczba 2n-wyrazowych ciagéow o wyrazach rownych 0 lub 1 i parzystej
sumie wszystkich wyrazéw wynosi 2271, Poczatkowe 2n—1 wyrazéw mozna
bowiem wybraé dowolnie na 22”1 sposobéw, a dla kazdego takiego wyboru
ostatni wyraz jest jednoznacznie wyznaczony.

Kazdemu spogréd 227~ podzbioréw zbioru S przyporzadkowali$my wiec
jeden z 22"~ mozliwych ciagéw. Zatem albo kazdy ciag zostal przypisany
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doktadnie jednemu podzbiorowi, albo istnieja dwa rézne podzbiory, ktorym
przyporzadkowany zostal ten sam ciag.

W pierwszym przypadku istnieje podzbior A zbioru S, ktéremu przypi-
sany zostal ciag o wszystkich wyrazach réwnych 1. Wtedy w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie planszy znajduje sie nieparzysta liczba pdl ze zbioru A.
Wobec tego w wyniku pomalowania wszystkich pol zbioru A na zielono otrzy-
mujemy rozmieszczenie zielonych pél spelniajace zadany warunek.

W drugim przypadku zas$ istnieja dwa rézne podzbiory Bj i Bs zbioru S,
ktérym przypisany zostal ten sam ciag. Niech B bedzie rdznicg symetryczng
zbiorow By i Bs, czyli zbiorem tych pél, ktére naleza do doktadnie jednego
ze zbioréw By i Bo. W mysl relacji By # By zbior B jest niepusty. Rozpatrzmy
dowolna lini¢ (wiersz lub kolumne) danej planszy. Niech mq, ms i m oznaczaja
liczby tych pdl wybranej linii, ktére naleza odpowiednio do zbioréw Bi, Bs
i do ich czesci wspdlnej By N By. Na mocy okreslenia zbiorow By i By liczby
m1 1 mo maja jednakows parzysto$é. W efekcie liczba pdl rozwazanej linii
nalezacych do zbioru B wynosi (mi —m)+(ma—m)=(mi+msa)—2m, a wiec
jest liczba parzysta. Stad wniosek, ze w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
planszy znajduje sie parzysta liczba pdl ze zbioru B. Pozostaje pomalowaé
wszystkie pola zbioru B na zielono.

Sposdb 11

Wprowadzimy najpierw kilka pojeé.

Zbiér pdl planszy nazwiemy parzystym (nieparzystym), jezeli w kazdym
wierszu i w kazdej kolumnie znajduje sie parzysta (odpowiednio: nieparzysta)
liczba pél z tego zbioru. Teza zadania sprowadza sie zatem do wykazania, ze
istnieje niepusty parzysty lub nieparzysty zbiér ztozony z wyrdznionych pél.

Ciag réznych pél planszy nazwiemy dopuszczalnym (rys. 4), jezeli do-
wolne dwa sasiednie pola tego ciggu leza w jednym wierszu albo w jednej
kolumnie, ale zadne trzy kolejne pola ciagu nie leza w jednym wierszu ani
w jednej kolumnie. Ciag dopuszczalny (Aj, As, ..., Ar) nazwiemy cyklicznym
(rys. b), jezeli k>3 oraz ciag (As, Ay,..., Ak, A1, As) jest takze dopuszczalny.

Al A5 — A6 AQ Al AE) — AG A2
vl | T Ve
‘ Az l Asg Az l
A4 A3 A4 A3
rys. 4 rys. b

Srodki kolejnych pél ciagu cyklicznego sa kolejnymi wierzcholtkami la-
manej zamknietej, ktérej kolejne odcinki sg na przemian poziome i pionowe.
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W kazdym wierszu znajduje sie pewna (by¢ moze zerowa) liczba poziomych
odcinkéw tej tamanej. Kazdy z nich ma dwa rézne konce, a dwa rézne odcinki
nie moga mie¢ wspolnego konca, gdyz ciag cykliczny sktada sie z réznych pol
planszy. To oznacza, ze w dowolnym wierszu — i analogicznie w dowolnej ko-
lumnie — liczba pél wystepujacych w ciagu cyklicznym jest parzysta. Stad
zbior wszystkich pél ciggu cyklicznego jest niepustym zbiorem parzystym.

Przechodzimy do rozwiazania zadania.

Wykazemy ogdlniejsze stwierdzenie: Jezeli m i n sa dowolnymi dodatnimi
liczbami catkowitymi o jednakowej parzystosci oraz na prostokatnej planszy
o wymiarach m x n wyrézniono m+n—1 pdl, to istnieje niepusty parzysty
lub nieparzysty zbiér ztozony z wyrdznionych pél.

Zastosujemy indukcje ze wzgledu na warto$é sumy m+n.

Jezeli m=n=1, to teza jest spetniona. Co wiecej, jest ona spetniona,
gdy cho¢ jedna z liczb m, n jest réwna 1. Wtedy bowiem liczba pél planszy
wynosi m+n—1 i wszystkie one sg wyrdznione. A poniewaz liczby m i n sa
nieparzyste, wiec wszystkie pola planszy tworza szukany zbiér nieparzysty.

Niech z kolei m i n beda takimi liczbami catkowitymi o tej samej parzys-
tosci, wiekszymi od 1, ze dowodzone stwierdzenie jest prawdziwe dla kazdej
planszy, w ktérej suma liczby wierszy i liczby kolumn jest liczba parzysta
mniejszag od m+n. Rozpatrzmy dowolng plansze o wymiarach m x n, na
ktorej wyrézniono m—+n—1 pol.

Wezmy pod uwage wszystkie ciagi dopuszczalne, w ktérych kazde pole
jest jednym z m+mn—1 wyrdznionych pol. Sposrdd tych ciagéw wybierzmy
ciag A= (A1,A,,...,Ax) o najwiekszej mozliwej dlugosci. Liczby m i n sa
mniejsze od m+n—1; w efekcie w pewnym wierszu, jak i w pewnej kolumnie,
leza co najmniej dwa wyrdznione pola, skad otrzymujemy nieréwnosé k > 2.

Nie tracac ogdélnosci rozumowania przyjmijmy, ze pola Ap_1 i Ag leza
w jednej kolumnie K. Oznaczmy przez W wiersz, w ktérym lezy pole Ay.

Wiersz W nie zawiera zadnego pola wyrdznionego nie wystepujacego
w ciagu A — gdyby bowiem istnialo takie pole B, to ciag (A1, As,...,A,,B)
bylby ciggiem dopuszczalnym diuzszym od ciagu A, wbhrew wyborowi tego
ostatniego. W takim razie mozliwe sa dwie sytuacje:

1. Pole Ay jest jedynym wyréznionym polem wiersza W.

2. Wiersz W zawiera, oprocz pola Ay, inne pola wystepujace w ciggu A.

W pierwszej sytuacji mozemy wyodrebni¢ nastepujace trzy przypadki:

la. Pola Ax_1 i Ag sa jedynymi wyrdznionymi polami kolumny K.

1b. Kolumna K zawiera wyrdznione pole nie wystepujace w ciggu A.

1lc. Kolumna K zawiera, oprécz pél Ap_q i Ag, inne wyréznione pola,
z ktorych wszystkie wystepuja w ciagu A.

Rozpatrzymy teraz po kolei wszystkie cztery przypadki.

Przypadek 1a. Wykre$lmy z planszy wiersz W i kolumne K, usuwajac
w ten sposéb dwa wyrdznione pola: A1 i Ag (rys. 6). Uzyskana mniejsza
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plansza o wymiarach (m—1) x (n—1) zawiera m+n—3=(m—1)+(n—1)—1
wyrdznionych pél. Ponadto liczby m—1 i n—1 maja jednakowa parzystosc.
Zatem na podstawie zalozenia indukcyjnego istnieje niepusty parzysty lub
nieparzysty zbiér S, ztozony z niektérych wyréznionych pél mniejszej planszy.

Przywr6émy teraz wiersz W i kolumne K. Jezeli zbiér S jest parzysty
na mniejszej planszy, to jest tez parzysty na wyjsciowej planszy o wymiarach
m X n. Jezeli natomiast zbiér S jest nieparzysty na mniejszej planszy, to
zbiér SU{Ag} jest nieparzysty na wyjéciowej planszy, gdyz w wierszu W
i w kolumnie K — jedynych nie lezacych na mniejszej planszy — znajduje
sie doktadnie jedno pole z tego zbioru, a mianowicie pole Ag.

K
| K
Ao ———= A4 A=z Ak
| S ramm
B wam- |
| e o - .
rys. 6 rys. 7

Przypadek 1b. Niech C bedzie wyrdznionym polem kolumny K, ktore nie
wystepuje w ciggu A, a W’ — wierszem zawierajacym pole C. Zauwazmy,
ze ciag A" = (A1,A4s,...,Ax_1,C) jest ciagiem dopuszczalnym o tej samej
dtugosci, co ciag A. Jezeli w wierszu W' istnieja wyrdznione pola inne niz
pole C, to zamieniajac ciag A na ciag A’ przechodzimy do przypadku 2.
(w ktérym nie wykonujemy dalszego przejscia do innego przypadku).

Zalézmy wiec, ze pole C jest jedynym wyrdznionym polem wiersza W',

WykreS§lmy z planszy wiersze W i W', usuwajac dwa wyrdznione pola:
A 1 C (rys. 7). Nier6wno$¢ m+n >4 dowodzi, ze pozostale wiersze zawieraja
co najmniej jedno wyrdznione pole, czyli nie wykreslilismy calej planszy.

Dalej postepujemy analogicznie do przypadku la. Na mniejszej planszy
liczba wierszy ma te sama parzystos$é, co liczba kolumn, a suma tych dwéch
liczb pomniejszona o 1 jest rowna liczbie pél wyrdznionych. Zatem na mocy
zalozenia indukcyjnego istnieje niepusty parzysty lub nieparzysty zbiér S,
ztozony z niektoérych wyrdznionych pél mniejszej planszy. Jezeli zbiér S jest
parzysty na mniejszej planszy, to jest takze parzysty na wyjsciowej planszy.
Jezeli zas zbiér S jest nieparzysty na mniejszej planszy, to zbiér SU{A,C'}
jest nieparzysty na wyjsciowej planszy. Rzeczywiscie: kazdy z wierszy W i W’
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zawiera jedno pole z tego zbioru, a kolumna K — dwa dodatkowe pola
w poréwnaniu z mniejsza plansza. Natomiast wszystkie pozostale wiersze
i kolumny zawieraja na obu planszach tyle samo pél z tego zbioru.

Przypadek 1c. Z zalozenia przynajmniej jedno z pél Ay, As, Az, ..., Ap_o
lezy w kolumnie K. Istnieje wiec najwiekszy wskaznik i € {1,2,3,...,k —2},
dla ktorego pole A; lezy w kolumnie K (rys. 8). Wtedy i # k — 2, gdyz pola
Ak o, Ap_1 1 A nie moga jednoczeénie leze¢ w kolumnie K. Co wigcej,
z wyboru wskaznika ¢ wynika, ze pola A; oraz A;;1 nie moga leze¢ w jednej
kolumnie, czyli lezg one w jednym wierszu. Wobec tego pola Ay o oraz Ap_4
leza w jednym wierszu, pola A1 oraz A; lezg w jednej kolumnie, a pola
A; oraz A;yq leza w jednym wierszu. Stad ciag (A;, Aivr1,...,Ak—2,Arp_1)
jest ciggiem cyklicznym i w konsekwencji zbior pdl tego ciagu jest niepustym
zbiorem parzystym ztozonym z wyréznionych pol planszy.

K K

A |—= A

T \ Apog— =4y,

Ag—o|—>Ak—1 i Ait1 A1

T i e T v

A3 Ag %% A; |<—| Ay

rys. 8 rys. 9

Przypadek 2. Wéwczas istnieje najwiekszy wskaznik i €{1,2,3,...,k—1},
dla ktérego pole A; lezy w wierszu W. Ponadto i #£ k — 1, gdyz pole Ap_1
lezy w tej samej kolumnie, co pole Ay znajdujace sie w wierszu W. Zatem
w my$l okreslenia wskaznika ¢ pole A; ;1 nie lezy w wierszu W. Wobec tego
pola Ay_1 oraz Ay leza w jednej kolumnie K, pola Ay oraz A; leza w jednym
wierszu W, a pola A; oraz A;11 leza w jednej kolumnie (rys. 9). W rezultacie
ciag (A, Ait1,..., Ag—1,Ax) jest ciagiem cyklicznym zlozonym z wyrédznio-
nych pdl, skad znéw wynika istnienie poszukiwanego zbioru parzystego.

To konczy dowdd indukeyjny i rozwigzanie zadania.

Zadanie 9. Na plaszczyznie ustawiono po jednym kamieniu w punktach o wspét-
rzednych (0,0), (0,1), (1,0) i (1,1). W jednym ruchu wybieramy do-
wolny kamien i przestawiamy go symetrycznie wzgledem ktéregos
z pozostalych kamieni. Rozstrzygnaé, czy po skonczonej liczbie ru-
chéw trzy kamienie moga znalez¢é sie na jednej proste;j.
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Rozwigzanie

Sposob 1

Wykazemy za pomoca indukcji nastepujace stwierdzenie: Po wykonaniu
skonczonego ciggu ruchéw otrzymujemy takie rozstawienie czterech kamieni
w punktach o obu wspélrzednych catkowitych, ze dowolne trzy kamienie sa
wierzchotkami niezdegenerowanego trojkata, ktorego pole jest réwne potowie
nieparzystej liczby catkowitej. To pociagnie za soba przeczaca odpowiedz na
pytanie postawione w tresci zadania.

W poczatkowej pozycji dowolne trzy kamienie tworza tréjkat o polu %
Przypuéémy z kolei, ze przed wykonaniem ruchu rozwazane cztery kamienie
znajduja si¢ w takich punktach A, B, C, D o obu wspétrzednych catkowitych,
ze pole kazdego z trojkatéw ABC, BCD, CDA, DAB jest réwne potowie
nieparzystej liczby calkowitej. Niech ruch polega na przestawieniu kamie-
nia stojacego w punkcie A symetrycznie wzgledem punktu B do punktu A’.
Nalezy udowodnié, ze punkt A’ ma wspdlrzedne catkowite, a pole kazdego
z tréjkatéow A'BC, CDA’ i DA'B jest polowa nieparzystej liczby catkowite;.

Punkt B jest $rodkiem odcinka AA’, a punkt C lezy poza prosta AB.
Zatem punkt B jest $rodkiem boku AA’ trojkata AA'C, co oznacza, ze troj-
katy ABC i A’ BC maja jednakowe pola, réwne potowie pola trojkata AA'C.
Analogicznie uzasadniamy, ze trojkaty DAB i DA’B maja jednakowe pola.
Wobec tego na podstawie zalozenia indukcyjnego pole kazdego z tréjkatow
A’BC i DA'B jest polowa nieparzystej liczby calkowitej.

Pozostaje udowodnié, ze punkt A’ ma obie wspolrzedne caltkowite, a pole
trojkata CDA’ jest potowa nieparzystej liczby catkowite;.

Oznaczmy wspétrzedne punktéw A, B, C, D i A’ odpowiednio przez
(x,9), (2,t), (z1,y1), (z2,y2) i (2',y’). Cztery pierwsze z tych punktéw maja
wspélrzedne catkowite. Ponadto punkt B jest $rodkiem odcinka AA’, skad
uzyskujemy zaleznoéci %(9:+:c’ )=z oraz %(y+y’ ) =t. W efekcie wspdlrzedne
punktu A’, réwne (2',y") = (22 —x,2t —y), sa liczbami catkowitymi.

Skorzystamy teraz ze wzoru wyznacznikowego na pole trojkata. Orzeka
on, ze dla dowolnych trzech punktéw P, QQ, R o wspoélrzednych odpowiednio
(Pz>Py)s (¢a,qy), (1z,7y) pole trojkata PQR wyraza sie¢ wzorem

4z =Pz Tz~ Pz
Qy—Py Ty—Py
W takim razie pole trojkata CDA jest rowne %|M|, gdzie

M= (z2—21)(y—v1) — (y2—y1)(x —21),
a pole tréjkata CDA’ wynosi 3| N|, gdzie

N=(z2—21)(y —y1) — (Y2 —y1) (¢ —z1).
Na mocy zalozenia indukcyjnego liczba M jest nieparzysta. Natomiast suma

M+N=2(zz—21)(t—y1) —2(y2 —y1)(z — z1)

L|det(PQ, PR)|=1| 1= 11(ge—pa) (ry—py) —(@y—Dy) (re—pa) -
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jest liczbg parzysta. W rezultacie liczba N jest nieparzysta. Wykazalismy
w ten sposéb, ze pole tréjkata CDA’ jest réwne polowie nieparzystej liczby
catkowitej, co konczy rozwiazanie.

Sposob 11

Udowodnimy, ze nie jest to mozliwe. Przypusémy w tym celu, ze po
skonczonej liczbie ruchéw trzy kamienie znalazly sie na jednej prostej.

Dla dowolnych dwéch punktéw o obu wspotrzednych catkowitych punkt
symetryczny do pierwszego punktu wzgledem drugiego punktu réwniez ma
obie wspolrzedne catkowite. Zatem nie tylko w poczatkowym ustawieniu, ale
takze po wykonaniu kazdego ruchu wszystkie cztery kamienie znajduja sie
w punktach o obu wspdtrzednych catkowitych. Istnieje wiec prosta £, na ktorej
po wykonaniu rozwazanego ciagu ruchow lezg trzy kamienie, i przechodzaca
przez dwa rézne punkty o obu wspoétrzednych catkowitych — niezaleznie od
tego, czy te trzy kamienie znajduja sie w jednym punkcie, czy tez nie.

Przyjmijmy, ze prosta £ przechodzi przez dwa rézne punkty o wspotrzed-
nych catkowitych (uy,w1) i (ug,ws). Prosta ta jest wéwczas zbiorem punktéw
o wspolrzednych (z,y) spelniajacych réwnanie

(w2 —w1)(z—u1) = (uz —ur)(y —wi),
czyli réwnanie Ax+By=C, gdzie liczby catkowite A, B i C' sg zadane wzorami
A=wy—wr, B=—(us—uy) oraz C = Au; + Bw;.

Ponadto co najmniej jedna z liczb A i B jest rézna od zera, gdyz punkty
o wspélrzednych (ug,wy) 1 (ug,ws) sa rézne.

W myél zwiazku C = Au; + Bw; dowolny wspdlny dzielnik liczb A i B
jest takze dzielnikiem liczby C'. Dzielac wiec liczby A, B i C' przez najwickszy
wspélny dodatni dzielnik liczb A i B otrzymujemy odpowiednio pewne liczby
calkowite a, b i c. Co wiecej, prosta £ jest zbiorem punktéw o wspéirzednych
(z,y) zwiazanych zaleznoScia ax + by = c. Z drugiej strony, liczby a i b sa
wzglednie pierwsze, co oznacza, ze przynajmniej jedna z nich jest nieparzysta.

Pomalujmy kazdy punkt pltaszczyzny o obu wspdirzednych catkowitych
na czarno albo na bialo w nastepujacy sposéb: kazdy punkt o wspétrzednych
(z,y), dla ktérego liczba az+by jest parzysta, malujemy na bialo, a wszystkie
pozostale punkty — na czarno. Na mocy ostatniego zdania poprzedniego
akapitu wsrod liczb a, b, a+b doktadnie dwie liczby sg nieparzyste. Wynika
stad, ze w poczatkowym ustawieniu kamieni pewne dwa kamienie znajduja
sie w punktach biatych, a pozostale dwa — w punktach czarnych.

Punktem symetrycznym do punktu o wspélrzednych catkowitych (z,y)
wzgledem punktu o wspétrzednych catkowitych (z,t) jest punkt o wspotrzed-
nych (z/,y’) spelniajacych réwnosci 3 (z+2') =z 1 2 (y+y') =t. Z zaleznosci
tych dostajemy zwiazek

ar’' +by' =a(2z—x)+b(2t —y) =2(az+bt) — (az +by).
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W efekcie liczby axz+by i ax’ +by’ sa obie parzyste albo obie nieparzyste. To
za$ dowodzi, ze w kazdym ruchu przestawiamy wybrany kamien z pewnego
punktu do punktu o tym samym kolorze.

Yaczac stwierdzenia uzyskane w dwéch poprzednich akapitach wniosku-
jemy, ze po dowolnej liczbie ruchéw dwa kamienie znajduja sie w punktach
biatych, a pozostate dwa — w punktach czarnych. Jednak wszystkie punkty
o obu wspdlrzednych calkowitych lezace na prostej ¢ zadanej réwnaniem
ax+by=c maja jednakowy kolor. Wobec tego zadne trzy kamienie nie moga
jednoczesnie znalezé sie na prostej £, wbrew uczynionemu zalozeniu.

OdpowiedZ: W wyniku wykonywania opisanych ruchéw trzy kamienie nie
mogg znalez¢é sie na jednej prostej.

Zadanie 10. Dany jest prostopadtoécian ABCDA'B'C'D’. Niech «, B i v beda
katami utworzonymi przez przekatng AC’ z krawedziami AB, AD
i AA’. Udowodnié, ze

(1) tga+tgB+tgy < StgatgBtgy.

Rozwigzanie

D’ c’

e

rys. 10

Katy ostre o= JC'AB, B=94C'AD i v=4C'AA’ odpowiednio w tréj-
katach prostokatnych ABC’, ADC' i AA’C’ spelniaja zaleznosci (rys. 10)
AB 3 AD AA
—_— cosf3= oraz cosy = .
ACT AC 7T A
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéow prostokatnych ACC’
i ABC otrzymujemy réwnosci
AC?=AC*+CC?=AC*+AA? = AB?+ BC?*+ AA? = AB* + AD* + AA”,
ktére po obustronnym podzieleniu przez AC'? i zastosowaniu zaleznoéci (2)
prowadzg do zwigzku

(3) cos® a+cos? B+ cos?y = 1.

(2) cosov =
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Mnozac obie strony dowodzonej nieréwnosci (1) przez liczbe dodatnia
ctgactg Bctgy uzyskujemy do wykazania réwnowazng nieréwnos$é

(4) ctgﬂctg'y—kctg’yctga—i—ctgactgﬂ<%.

Dla dowolnych liczb dodatnich x i y prawdziwa jest zaleznosé 0 < %(w—y)z,
czyli zaleznoéé xy < %(:v2 +9?). Stad dostajemy

(5) ctg Fetgy = cosficosy _ cosf cosy _ 1 (Coszﬁ COS2fy)'

sinfsiny  siny sing 2 sin?y  sin?p

Analogicznie dowodzimy, ze

1/cos?y cos?a

(6) ctgyetga < 5 () + )
sin“a  sin“7y
cos?a  cos? ﬁ)

1
(7) ctgactg < 2( 5

sin?f  sin
Dodajac stronami nieréwnosci (5), (6) i (7) otrzymujemy
ctg Bctgy+ctgyctga+ctgactg 5 <
(8) 1 / cos? + (3052 0082 + Cos2 « cos2 o+ cos2
< ( Ot cos’y , 051 + o )

x

2

Na mocy zwiazku (3) kazdy z trzech utamkéw w nawiasie po prawej stronie
zaleznosci (8) jest réwny 1. To dowodzi nieréwnosci (4) i konczy rozwiazanie.

sin? o sin? 3 sin?

Zadanie 11. Dany jest czworokat wypukty ABC D. Proste zawierajace dwusiecz-
ne katéw wewnetrznych A i C przecinaja sie w punkcie P, a proste
zawierajace dwusieczne katéw wewnetrznych B i D przecinaja sie
w punkcie Q). Dowied¢, ze jezeli kat PAQ jest prosty, to rowniez kat
PCQ jest prosty.

Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze punkt jest jednakowo odlegly od dwdch przeci-
najacych sie prostych wtedy i tylko wtedy, gdy lezy on na dwusiecznej jednego
z czterech katéw wypuklych, na ktére te dwie proste dziela ptaszczyzne.

Punkt P lezy na prostej zawierajacej dwusieczng kata wewnetrznego A
(rys. 11). Jezeli wiec kat PAQ jest prosty, to punkt @ lezy na dwusiecznej
kata zewnetrznego przy wierzchotku A. Wynika stad, ze odlegloéci punktu @
od prostych DA i AB sa réwne.

7 drugiej strony, punkt @ lezy na prostych zawierajacych dwusieczne ka-
tow wewnetrznych B oraz D. W takim razie punkt ten jest jednakowo odlegly
od prostych AB i BC oraz jednakowo odlegly od prostych CD i DA. To wraz
z ostatnim zdaniem poprzedniego akapitu dowodzi, ze odlegtoéci punktu @
od wszystkich czterech prostych zawierajacych boki czworokata ABCD sa
rowne. Zatem punkt @ jest jednakowo odlegly od prostych BC i C'D, czyli
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lezy on albo na prostej zawierajacej dwusieczng kata wewnetrznego C, albo
tez na dwusiecznej kata zewnetrznego przy tym wierzchotku.

rys. 11

Przypusémy, ze punkt ) lezy na prostej zawierajacej dwusieczng kata
wewnetrznego C'. W mys$l warunkéw zadania lezy on woéwczas na kazdej
z trzech prostych zawierajacych odpowiednio dwusieczne katéw wewnetrz-
nych B, C'i D. Jednak dwusieczne katéw wewnetrznych B i C' przecinaja sie
w punkcie lezacym po tych samych stronach prostych AB i C'D, co wnetrze
czworokata ABCD. Podobnie dwusieczne katow wewnetrznych C' i D prze-
cinaja sie w punkcie lezacym po tych samych stronach prostych BC i DA,
co wnetrze czworokata ABCD. Wobec tego punkt @ znajduje sie wewnatrz
danego czworokata, a to stoi w sprzecznosci z faktem, ze punkt ten lezy na
dwusiecznej kata zewnetrznego przy wierzchotku A.

W konsekwencji punkt @ lezy na dwusiecznej kata zewnetrznego przy
wierzchotku C'. Stad prosta CQ jest prostopadia do prostej zawierajacej
dwusieczng kata wewnetrznego C. A poniewaz na tej ostatniej prostej lezy
punkt P, wiec kat PC'Q jest prosty, co konczy rozwiazanie.

Zadanie 12. Zbadaé, czy istnieje liczba calkowita wieksza od 20122°'2, ktérej nie
mozna przedstawié¢ w postaci z° +y>+2°, gdzie z, y i z sa dodatnimi
liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie

Niech n bedzie dowolna dodatnia liczba catkowita. Wezmy pod uwage
tréjki dodatnich liczb catkowitych (z,y,2), dla ktérych

952—{—3/3—}—26 <nb.
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Jezeli dodatnie liczby catkowite x, y i z spetniaja powyzsza zaleznosé, to
kazdy z trzech skladnikéw jej lewej strony jest mniejszy od n®. Wynika stad,
ze x <n3, y<n? oraz z <n. Zatem liczby z, vy i 2z przyjmuja odpowiednio
jedng spoéréd n® —1, n2 —1 i n—1 mozliwych wartoéci. Wobec tego liczba
rozpatrywanych tréjek (z,y,z) nie przekracza iloczynu

M=) =) n-D=0*-Dn*-n*-—n+1)=n’—n’ —n*+n?+n—1.

Udowodniliémy wiec, ze istnieje co najwyzej n® — (n® +n*—n?—n+1)
tréjek dodatnich liczb catkowitych (z,v,2), dla ktérych wyrazenie z2 +1y3+ 26
nie przekracza liczby n°. To dowodzi, ze w zbiorze {1,2,3,...,n5} istnieje
co najmniej n°+n*—n? —n+1 elementéw, ktérych nie mozna przedstawié
w postaci 22 + >+ 25 dla pewnych dodatnich liczb calkowitych z, y i z.
Najwiekszy wéréd tych elementéw wynosi za$ co najmniej n®+n*—n?—n+1.

W efekcie dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 istnieje liczba catkowita
nie mniejsza od n®+n* —n? —n+1, ktérej nie mozna przedstawi¢ w postaci
opisanej w treSci zadania. Jednoczeénie dla dostatecznie duzych dodatnich
liczb catkowitych n prawdziwa jest nieréwnoéé n®4+n* —n2?—n+1>20122012,
gdyz jej lewa strona jest wielomianem zmiennej n o dodatnim wspétczynniku
przy najwyzszej potedze zmiennej. To pocigga za soba twierdzaca odpowiedz
na postawione w zadaniu pytanie.

Odpowiedz: Taka liczba istnieje.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalezé w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl

20



	Zadanie 1.
	Zadanie 2.
	Zadanie 3.
	Zadanie 4.
	Zadanie 5.
	Zadanie 6.
	Zadanie 7.
	Zadanie 8.
	Zadanie 9.
	Zadanie 10.
	Zadanie 11.
	Zadanie 12.

