LXIV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

22 lutego 2013 r. (pierwszy dzien zawoddw)

Zadanie 1. Dane sa liczby catkowite b i ¢ oraz tréjmian f(z) =z +bx +c. Udo-
wodnié, ze jezeli dla pewnych liczb catkowitych ki, k2 i k3 wartos-
ci f(k1), f(k2) i f(ks) sa podzielne przez liczbe calkowita n rézna
od zera, to réwniez iloczyn (ki —k2) (k2 —ks3) (ks — k1) jest podzielny
przez n.

Rozwigzanie

Sposdob 1
Okredlmy liczby caltkowite A, B i C' nastepujacymi wzorami:
A= k%(kﬁQ — ]453) +k§(k§3 —k‘l) -f—k‘g(kil —kz),
B - bkl(kg - k’g) +bk‘2(k‘3 _ k‘l) +bk53(l€1 _ k‘Q),
C= C(kz — k‘g) —|—C(k3 — k‘l) —|—C(k1 — /{2)
Dodajac odpowiednie sktadniki prawych stron otrzymujemy zaleznosé
A+B+C= f(ki)(ka—k3)+ f(k2) (ks — k1) + [ (ks) (k1 — k2),

w ktorej prawa strona jest suma trzech iloczynéw podzielnych przez n. Zatem
suma A+ B+C jest podzielna przez n. Z drugiej strony, wymnazajac nawiasy
we wzorach definiujacych liczby B i C' oraz przeprowadzajac redukcje wyra-
zé6w podobnych stwierdzamy, ze B =C =0. Stad wniosek, ze liczba A jest
podzielna przez n. Do zakonczenia rozwigzania pozostaje obliczy¢, ze

(k1 —ko) (ko —ks3)(ks—k1) = (k1 — kg)[kg(lﬁ + ko) —k1ko — k%] =
— g (k2 — k2) — k2 kp + ke k2 — k2 (ko — ko) =
= —k3 (ko —k3) — k3 (ks — k1) — k3 (k1 —k2) = — A.

Sposdb 11
Aby wykazaé podzielnosé liczby M = (ki1 — ko) (ko — k3 ) (ks — k1) przez n,
nalezy uzasadnié, ze kazda liczba pierwsza wystepuje w rozktadzie na czynniki
pierwsze liczby n z wykladnikiem nie wickszym, niz w rozkladzie liczby M.
Niech wiec liczba pierwsza p wystepuje w rozktadach liczb k1 —ko, ko —ks3,
ks —k1 i n odpowiednio z wyktadnikami x, y, z i t. Wéwczas dowodzona teza
staje si¢ nieréwnoécia x+y—+z>t. Jezeli ktorakolwiek z liczb x, y, z wynosi co
najmniej t, to nieréwnosc ta jest spetniona. Przyjmijmy zatem, ze wszystkie
te trzy liczby sa mniejsze od t. W my$l warunkow zadania réznica
Flkr) = f(Rk2) = K — k3 +b(ky — k2) = (k1 +k2+D) (k1 — k2)
jest podzielna przez n i tym bardziej przez p'. Ponadto drugi czynnik ilo-

czynu stojacego po prawej stronie jest podzielny przez p*, ale nie przez p*+!.
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Wobec tego czynnik kq +ko+b jest podzielny przez p'~*. Analogicznie uzasad-
niamy, ze liczba kg +k3+b jest podzielna przez p! =Y. W konsekwencji réznica
(ko4 ks +b) — (k1 + kg +b) = k3 — k1 jest podzielna przez p™»{t==t=v} Stad
i z okreslenia liczby z uzyskujemy zwiazek z >min{t—z,t—y}=t—max{z,y}.
W rezultacie 4y + 2z > max{z,y} + 2z > t, co konczy rozwiazanie.

Zadanie 2. Okregi o1 i 02 o sSrodkach odpowiednio O 1 Oz przecinaja sie w dwéch
roznych punktach A i B, przy czym kat O1 AO2 jest rozwarty. Pros-
ta O1 B przecina okrag o2 w punkcie C réznym od B, a prosta Oz B
przecina okrag o; w punkcie D réznym od B. Wykazaé, ze punkt B
jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ACD.

Rozwigzanie

Poniewaz kat O1BOs jest rozwarty, wiec punkt B lezy wewnatrz od-
cinka O1C, a punkt C lezy na zewnatrz okregu o (rys. 1). Stad i z zaleznosci
pomiedzy katem wpisanym i katem srodkowym otrzymujemy

JACO; =4ACB= %AOQB =JA0,0;.

Zatem punkty A, Oy, C, O3 leza na pewnym okregu o. Podobnie dowodzimy,
ze punkty A, Oz, D, O leza na pewnym okregu o’. Jednak okregi o i o’ maja
trzy rézne punkty wspolne: A, O; oraz Oo. W efekcie okregi te pokrywaja
sie, czyli punkt D lezy na okregu o. Na mocy réwnosci O1 A= 01D punkt O
jest érodkiem tuku AD tego okregu. Stad wniosek, ze punkt O; — a co za
tym idzie, réwniez punkt B — lezy na dwusiecznej kata wpisanego ACD.
W analogiczny spos6b stwierdzamy, ze punkt B lezy na dwusiecznej kata
ADC i wobec tego jest on srodkiem okregu wpisanego w trojkat ACD.
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Zadanie 3. Mamy do dyspozycji ptytki o naste¢pujacych ksztaltach:

Dla kazdej liczby nieparzystej n > 7 wyznaczy¢ najmniejsza liczbe
takich ptytek potrzebnych do utozenia kwadratu o boku n.

(Uwaga: Ptytki mozna obracaé, ale nie moga one na siebie zachodzic.)

Rozwigzanie

Przypusémy, ze z danych plytek zbudowano kwadrat, ktérego bok ma
dlugosé nieparzysta n > 7. Podzielmy ten kwadrat liniami réwnoleglymi do
bokéw na n? kwadratéw jednostkowych, uzyskujac n wierszy i n kolumn.
Nastepnie wyrdéznijmy wszystkie te kwadraty jednostkowe, ktére znajduja sie
na przecieciu wiersza i kolumny o numerach nieparzystych (rys. 2). Poniewaz
istnieje %(n—l— 1) wierszy oraz %(n—&—l) kolumn o numerach nieparzystych,
wiec tacznie wyréznimy w ten sposdb i(n—i— 1)? kwadratéw. Ponadto kazda
plytka sktada sie z 3 albo 4 kwadratow jednostkowych, z ktorych co najwyzej
jeden jest wyrdzniony. W konsekwencji liczba uzytych plytek nie moze byé
mniejsza od liczby wyréznionych kwadratéw, czyli od §(n+1)2.

IRNEAARES 11ﬁ

rys. 2 rys. 3

Wykazemy teraz za pomoca indukcji, ze dla kazdej liczby nieparzystej
n>7 kwadrat o boku n mozna zbudowaé z §(n+1)? plytek.

Kwadrat o boku 7 utozony z 16 plytek przedstawiony jest na rys. 3.

Przyjmijmy z kolei, ze dla pewnej liczby nieparzystej n > 7 mamy dany
kwadrat o boku n ulozony z %(n—k 1)? plytek. Wéwezas mozemy do niego
dobudowaé¢ dodatkowe dwa wiersze i dwie kolumny w sposéb przedstawiony
na rys. 4. Dwie ostatnie kolumny zawieraja wtedy %(n+3) nowych plytek,
a dwa ostatnie wiersze bez czterech pél lezacych w dwdch ostatnich kolum-
nach zawieraja %(n—i— 1) nowych plytek. Zatem liczba plytek w powstalym
kwadracie o boku n+2 jest réwna

1(n+1)°+3(n+3)+3(n+1)=1[(n+1)*+(2n+6)+ (2n+2)] = 1 (n+3)?,

co konczy indukcje i rozwigzanie zadania.
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e le e

rys. 4

Odpowiedz: Szukana najmniejsza liczba pltytek wynosi %(nJr 1)2.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Rozwiazaé réwnanie

(1) (" +3y") /o +2| + |y| = 4ley?|
w liczbach rzeczywistych x, y.

Rozwigzanie
Z zaleznodci |z 42|+ |y| > |y| otrzymujemy nieré6wnosé

(2) (' +3y%)y/ [z +2+ |yl > (2" +3y°)\/ Iyl

ktéra staje sie rownoscia wtedy i tylko wtedy, gdy x%+3y? =0 lub |z +2|=0,
czyli gdy x=y=0 lub z=-2.

7 drugiej strony, na mocy nieréwnosci pomiedzy Srednig arytmetyczng
i Srednia geometryczna nieujemnych liczb rzeczywistych uzyskujemy

(3) T 3y7 =2t gy P 2 A a2 22 = dlayl ),

a ponadto lewa strona zaleznosci (3) jest réwna prawej stronie wtedy i tylko
wtedy, gdy z* =92, czyli gdy 22 = |y|. Zatem

(4) (z* +3y%)y/ [y > 4]y,

przy czym réwno$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy x2 = |y| lub y=0.
Laczac zwiazki (2) i (4) widzimy, ze lewa strona réwnania (1) jest zawsze
nie mniejsza niz prawa strona, a réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

(x=y=0 lub z=-2) oraz (z®=ly| lub y=0).
Stad bez trudu wyznaczamy wszystkie rozwigzania (z,y) danego réwnania:
(070)7 (_230)’ (_274) oraz (_27_4)'

Zadanie 5. Dany jest taki wielomian W (zx) o wspdlczynnikach catkowitych, ze
dla dowolnej pary réznych liczb wymiernych 71, r2 prawdziwa jest
zalezno$é W(r1) # W (r2). Rozstrzygnaé, czy z tych zatozen wynika,
ze dla dowolnej pary roéznych liczb rzeczywistych t1, t2 prawdziwa
jest zalezno$é W (t1) # W (t2).

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze implikacja sformutowana w treéci zadania jest fatszywa
dla wielomianu W (z) = 2% — 22. Zauwazmy najpierw, ze W (0) =W (1/2) =0.

Niech z kolei 1 i ro beda dowolnymi liczbami wymiernymi, dla ktérych

W (ri1) =W (rq). Zadanie bedzie rozwiazane, jezeli wykazemy, ze r1 =7s.
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Przypusémy w tym celu, ze r1 #ry. Wowcezas z réwnosci
0=W(r))—W(ry)=(r>—r3) =2(ry —r2) = (r1 —ro) (ri +rire +r3 —2)
otrzymujemy zwiazek
(1) T%+7’17’2+7‘%:2.
Sprowadzmy liczby wymierne r; i 75 do najmniejszego wspdlnego mianow-
nika, uzyskujac przedstawienia
(2) r=— oraz ro = E,
n n
w ktoérych k i m sg liczbami catkowitymi, a n jest dodatnig liczba catkowita.
Podstawiajac wzory (2) do zaleznosci (1) dostajemy

(3) k% 4+ km+m? =2n>.

Gdyby liczby k i m byly parzyste, to kazdy sktadnik lewej strony zwiazku (3)
bylby podzielny przez 4. W konsekwencji liczba 2n? bytaby podzielna przez 4,
skad wynikataby parzystosé liczby n. Zatem utamki stojace po prawych stro-
nach réwnosci (2) mialyby parzyste liczniki i mianowniki, wbhrew temu, ze
liczba n jest najmniejszym wspolnym mianownikiem liczb wymiernych rq i rs.
Co najmniej jedna z liczb k i m jest wiec nieparzysta. Stad — w zaleznosci od
tego, czy obie te liczby sa nieparzyste, czy tez nie — lewa strona zwiazku (3)
jest sumg trzech liczb nieparzystych albo jednej nieparzystej i dwdch parzys-
tych, czyli jest nieparzysta. Otrzymana sprzeczno$é¢ koniczy rozwiazanie.

Odpowied?: Nie.

Zadanie 6. Rozstrzygnaé, czy istniejg takie czworoéciany 7 oraz 7, o écianach
odpowiednio Si, S2, S3, Sy oraz Si, S5, S5, Si, ze
dla i=1,2,3,4 tréjkat S; jest podobny do tréjkata S,
ale mimo to czworoécian 7 nie jest podobny do czworoécianu 7.
Rozwigzanie
Wykazemy, ze takie dwa czworosciany istnieja. Opiszemy jeden z wielu
mozliwych przyktadow.
Liczba c= %(1—}—\/5) jest pierwiastkiem réwnania 14-c=c? wickszym od 1.
Wobec tego istnieje trojkat prostokatny o bokach dlugosei 1, /e, c.
Umiesémy na ptlaszczyznie dwa takie trojkaty prostokatne o wspolnej
przyprostokatnej dtugosci 1. Oznaczmy ich wierzchotki w sposéb wskazany
na rys. 5. Nastepnie obro¢my w przestrzeni trojkat BC Dy wokot prostej BC
o pewien kat, uzyskujac trojkat BC'D oraz czworo$cian ABCD. Poniewaz
punkty A i Dy sa symetryczne wzgledem prostej BC, wiec dla odpowiednio
dobranego kata obrotu dlugo$é krawedzi AD tego czworoScianu moze byé
dowolnie wybrana liczba dodatnia mniejsza od ADy = 2+/c. Niech 7 bedzie
tak otrzymanym czworo$cianem ABCD, w ktérym AD =/c (rys. 6).
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/T
A Je B

rys. 9 rys. 6

Umiesémy teraz na plaszczyznie dwa takie same trojkaty prostokatne,
lecz tym razem o wspolnej przeciwprostokatnej; oznaczmy ich wierzchotki tak
jak narys. 7. Wowczas A’ D= % > 1. Analogicznie uzasadniamy, ze w wyniku
obrotu tréjkata B'C’D{, wokét prostej B'C’ mozemy dostaé tréjkat B'C’D’
oraz czworoscian A'B'C'D’, w ktérym A’D’=1. Oznaczmy ten czworoscian
symbolem 7" (rys. 8).

rys. 7 rys. 8

W tej sytuacji prawdziwe sg nastepujace zaleznosci:
e tréjkat ABC jest przystajacy do trojkata C'A'B’;
e trojkat BC'D jest przystajacy do tréjkata D' B'C’;
e trojkaty ABD i A’B’D’ sa réwnoboczne o bokach odpowiednio dtugosci
Velil
e trojkat AC'D ma boki o dlugosciach ¢, ¢, \/c, a trojkat A’C’ D’ ma boki

o dlugosciach /¢, /¢, 1 oraz oba te trojkaty sa ostrokatne.

Zatem Sciany ABC, ABD, ACD i BCD czworoécianu 7 sg podobne
odpowiednio do $cian C'A’'B’, A’/B'D’, A’/C'D’ i D'B'C’ czworo$cianu 7;
skale podobienstw wynosza odpowiednio 1, v/c, v/c i 1.

Natomiast czworo$ciany 7 i 7' nie sa podobne. Istotnie, katy plaskie
ABC' i DBC przy wierzchotku B czworoScianu 7 sg proste. Czworo$cian 7
nie ma za$ wierzchotka, w ktérym schodzityby sie dwa katy proste, gdyz jedy-
nymi katami prostymi wsréd 12 katéw wewnetrznych Scian tego czworoécianu
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sa katy B’A’C" i1 B'D’C’ przy wierzcholkach odpowiednio A’ i D’.
To konczy rozwigzanie zadania.
Odpowiedz: Tak.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



	Zadanie 1.
	Zadanie 2.
	Zadanie 3.
	Zadanie 4.
	Zadanie 5.
	Zadanie 6.

