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1. Rozwia֒zać równanie

(1) x4 + y = x3 + y2

w liczbach ca lkowitych x, y.
Rozwia֒zanie

Przepiszmy równanie (1) w równoważnej postaci

(2) y2 − y = x4 − x3.

Mnoża֒c obie strony zależności (2) przez 4 i dodaja֒c do nich 1 otrzymujemy

(2y−1)2 = 4x4−4x3+1 = (2x2−x)2−(x2−1) = (2x2−x−1)2+(3x2−2x).

Zatem liczba 4x4 − 4x3 + 1 jest kwadratem liczby ca lkowitej; jednocześnie
zaś leży ona pomie֒dzy kwadratami dwóch kolejnych ca lkowitych, o ile tylko
liczby x2 − 1 i 3x2 − 2x sa֒ dodatnie. Wobec tego zależność (2) może być
spe lniona jedynie wtedy, gdy x2 − 1 ≤ 0 lub 3x2 − 2x ≤ 0, czyli gdy
x ∈ {−1, 0, 1}.

Podstawiaja֒c kolejno te trzy wartości niewiadomej x i rozwia֒zuja֒c
uzyskane w ten sposób równania kwadratowe z niewiadoma֒ y wyznaczamy
naste֒puja֒ce rozwia֒zania (x, y) równania (1):

(−1,−1), (−1, 2), (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1).

2. Dane sa֒ takie liczby ca lkowite a i b, że a 6= 0 oraz liczba 3 + a + b2

jest podzielna przez 6a. Wykazać, że liczba a jest ujemna.
Rozwia֒zanie

Przypuśćmy, wbrew tezie zadania, że a > 0. W myśl za lożeń istnieje liczba
ca lkowita c, dla której 3 + a + b2 = 6ac. Lewa strona ostatniej zależności
jest liczba֒ dodatnia֒, ska֒d c > 0. Zatem w równości b2 + 3 = a(6c − 1)
drugi czynnik prawej strony daje reszte֒ 5 z dzielenia przez 6, a wie֒c liczba
b2+ 3 ma dzielnik pierwszy postaci p = 6k− 1 dla pewnej dodatniej liczby
ca lkowitej k.

W tej sytuacji liczba (b− 1)3 = (b− 3)(b2 + 3) + 8 daje przy dzieleniu
przez p te֒ sama֒ reszte֒, co liczba 23 = 8; w szczególności liczba b − 1
nie jest podzielna przez p. W oparciu o zależność 3(4k − 1) = 2(p− 1) + 1
stwierdzamy, że liczby

(1) ((b− 1)3)4k−1 = ((b− 1)p−1)2 · (b− 1) i (23)4k−1 = (2p−1)2 · 2

daja֒ równe reszty z dzielenia przez p. Na mocy ma lego twierdzenia Fermata
liczby (b − 1)p−1 i 2p−1 daja֒ reszte֒ 1 z dzielenia przez p. Zwia֒zki (1)
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dowodza֒ wie֒c, że liczby b − 1 i 2 daja֒ te same reszty z dzielenie przez p.
W efekcie różnica (b2 + 3) − (b − 3)(b + 3) = 12 jest podzielna przez
liczbe֒ p daja֒ca֒ reszte֒ 5 z dzielenia przez 6. Uzyskana sprzeczność kończy
rozwia֒zanie.

3. Dany jest czworoka֒t ABCD, w który można wpisać okra֒g. Odcinki
AB, BC, CD i DA sa֒ średnicami odpowiednio okre֒gów o1, o2, o3 i o4.
Dowieść, że istnieje okra֒g styczny do każdego z okre֒gów o1, o2, o3 i o4.

Rozwia֒zanie

Jeżeli dany czworoka֒t jest rombem, to okre֒gi maja֒ średnice o jednakowej
d lugości, powiedzmy d, i przechodza֒ przez S — środek symetrii rombu
(rys. 1). Okra֒g o środku S i promieniu d ma wie֒c ża֒dana֒ w lasność.
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Przypuśćmy teraz, że nie wszystkie boki maja֒ równe d lugości; przyj-
mijmy, nie traca֒c ogólności rozważań, że AB < BC (rys. 2). Oznaczmy
symbolami K, L i M odpowiednio środki odcinków AB, BC i AC oraz
określmy r = 1

2
(BC − AB). Wówczas na podstawie równości

r +
1

2
AB =

1

2
BC = KM oraz r −

1

2
BC = −

1

2
AB = −LM

stwierdzamy, że okra֒g o o środkuM i promieniu r jest styczny zewne֒trznie
do okre֒gu o1 oraz wewne֒trznie do okre֒gu o2.

Jednak na mocy za lożenia o danym czworoka֒cie prawdziwy jest zwia֒-
zek r = 1

2
(DC − AD). Zatem w wyniku analogicznego rozumowania dla

środków odcinków AD, DC i AC dochodzimy do wniosku, że okra֒g o jest
styczny wewne֒trznie do okre֒gu o3 i zewne֒trznie do okre֒gu o4. Wobec tego
okra֒g o spe lnia warunki zadania.
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4. Dany jest czworościan ABCD, w którym

AB = CD oraz 6 BAD + 6 BCD = 180◦.

Udowodnić, że 6 BAD > 6 ADC.

Rozwia֒zanie

Na p laszczyźnie ABD zbudujmy trój-
ka֒t BC ′D przystaja֒cy do ściany BCD
i leża֒cy po przeciwnej stronie prostej BD
niż trójka֒t BAD (rys. 4). Wówczas z da-
nych w treści zadania zwia֒zków otrzymu-
jemy:
AB = C ′D i 6 BAD+ 6 BC ′D = 180◦.

A B

C

D

A B

C
′

D

rys. 3 rys. 4
Zatem na czworoka֒cie ABC ′D można opisać okra֒g, a ponadto czworoka֒t
ten jest trapezem równoramiennym o podstawach AD i BC ′. Sta֒d i z nie-
równości trójka֒ta dla ka֒ta trój́sciennego o wierzcho lku D (rys. 3) uzysku-
jemy

6 BAD = 6 ADC ′ = 6 ADB + 6 BDC ′ = 6 ADB + 6 BDC > 6 ADC.

5 Niech k, m oraz n be֒da֒ trzema różnymi dodatnimi liczbami ca lkowi-
tymi. Wykazać, że

(

k −
1

k

)(

m−
1

m

)(

n−
1

n

)

≤ kmn− (k +m+ n).

Rozwia֒zanie

Zauważmy najpierw, że czynniki lewej strony dowodzonej nierówności sa֒
liczbami nieujemnymi. Nie ograniczaja֒c ogólności rozumowania przyjmij-
my, że n jest najwie֒ksza֒ spośród danych trzech liczb. Wykażemy, że

(1)
(

k− 1
k

)(

m− 1
m

)

≤ km−2 i (km−2)(n− 1
n

) ≤ kmn−(k+m+n).

Wówczas  la֒cza֒c powyższe dwie zależności otrzymamy teze֒ zadania.
Wymnażaja֒c czynniki lewej strony pierwszej spośród nierówności (1),

redukuja֒c wyraz km i wreszcie mnoża֒c obustronnie przez km otrzymujemy
równoważna֒ postać −k2−m2+ 1 ≤ −2km, czyli 1 ≤ (k−m)2. To zaś jest
prawda֒, gdyż k i m sa֒ różnymi liczbami ca lkowitymi.

Dowód drugiej z nierówności (1) przebiega analogicznie: wymnażamy
czynniki lewej strony, redukujemy wyrazy kmn i −n, a na koniec mnoży-
my obustronnie przez n. Dostajemy równoważna֒ postać −n2 − km + 2 ≤
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≤ −(k + m)n, czyli 2 ≤ (n − k)(n − m). Do zakończenia rozwia֒zania
pozostaje przypomnieć, że n−k oraz n−m sa֒ różnymi dodatnimi liczbami
ca lkowitymi.

Rachunkowe rozwia֒zanie — kompilacja prac kilku finalistów

Niech
f(k,m, n) = 2kmn

(

kmn− (k +m+ n)−
(

k − 1
k

)(

m− 1

m

)(

n− 1
n

)

)

=

= 2kmn
(

km
n

+ mn
k

+ nk
m
− k −m− n− k

mn
− m
nk
− n
km

+ 1

kmn

)

=

= 2k2m2+2m2n2+2n2k2−2k2mn−2km2n−2kmn2−2k2−2m2−2n2+2 =
= (km− kn)2 + (mn−mk)2 + (nk − nm)2 − 2k2 − 2m2 − 2n2 + 2 =
= k2
(

(m− n)2 − 2
)

+m2
(

(n− k)2 − 2
)

+ n2
(

(k −m)2 − 2
)

+ 2 .
Ze wzgle֒du na symetrie֒ można za lożyć bez straty ogólności, że k > m > n.
Jeśli k −m ≥ 2 i m− n ≥ 2, to

f(k,m, n) ≥ k2
(

22 − 2
)

+m2
(

22 − 2
)

+ n2
(

22 − 2
)

+ 2 > 0,
co uzasadnia prawdziwość dowodzonej nierówności w tym przypadku.
Jeśli m = n+ 1, to zachodza֒ równości: f(k, n+ 1, n) =
= k2 + (n+ 1)2(k − n)2 + n2(k − n− 1)2 − 2k2 − 2(n+ 1)2 − 2n2 + 2 =
= k2
(

1 + (n+ 1)2 + n2 − 2
)

− 2k
(

n(n+ 1)2 + n2(n+ 1)
)

+
+ 2n2(n+ 1)2 − 2(n+ 1)2 − 2n2 + 2 =

= 2n(n+ 1)k2 − 2n(n+ 1)(2n+ 1)k + 2(n2 − 1)
(

(n+ 1)2 − 1
)

=

= 2n(n+1)
(

k2−(2n+1)k+(n−1)(n+2)
)

= 2n(n+1)(k−n+1)(k−n−2).
Oczywíscie k > m, wie֒c k ≥ m+ 1 = n+ 2 i wobec tego: f(k, n+ 1, n) =
=2n(n+ 1)(k − n+ 1)(k − n− 2) ≥ 0.
Analogicznie prawdziwy jest wzór:
f(m+ 1,m, n) = 2m(m+ 1)(n−m+ 1)(n−m− 2) =

= 2m(m+ 1)(m− n− 1)(m+ 2− n) ≥ 0.
Nierówność jest prawdziwa dla każdej trójki liczb ca lkowitych k > m > n.

6. Dla każdej liczby ca lkowitej n ≥ 1 wyznaczyć najwie֒ksza֒ możliwa֒
liczbe֒ punktów w przestrzeni, tworza֒cych zbiór A o naste֒puja֒cych
w lasnościach:

(1) wspó lrze֒dne każdego punktu zbioru A sa֒ liczbami ca lkowitymi
z przedzia lu 〈0;n〉;

(2) dla każdej pary różnych punktów (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) zbioru A
spe lniona jest co najmniej jedna z nierówności x1 < y1, x2 < y2,
x3 < y3 oraz co najmniej jedna z nierówności x1 > y1, x2 > y2,
x3 > y3.

Rozwia֒zanie

Oznaczmy przez S zbiór wszystkich (n+ 1)3 punktów ca lkowitych z prze-
dzia lu 〈0;n〉. Niech ponadto m be֒dzie najmniejsza֒ liczba֒ ca lkowita֒ równa֒
co najmniej 1

2
n; wtedy n = 2m albo n = 2m− 1.
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Podzielimy zbiór S na mniejsze zbiory, z których każdy be֒dzie móg l
zawierać co najwyżej jeden punkt dowolnego zbioru A o w lasnościach
(1) i (2).

Dla każdej pary liczb k ∈ {0, 1, 2, . . . , n} i ℓ ∈ {0, 1, 2, . . . ,m − 1}
niech Bk,ℓ be֒dzie zbiorem wszystkich wyrazów naste֒puja֒cego cia֒gu punk-
tów zbioru S:

(0, ℓ, k), (1, ℓ, k), (2, ℓ, k), . . . , (n− ℓ− 1, ℓ, k), (n− ℓ, ℓ, k),

(n− ℓ, ℓ+ 1, k), (n− ℓ, ℓ+ 2, k), . . . , (n− ℓ, n− 1, k), (n− ℓ, n, k).

Wszystkie punkty wyste֒puja֒ce w powyższym cia֒gu maja֒ trzecia֒ wspó l-
rze֒dna֒ równa֒ k. Jeśli ponadto punkt (x1,x2,k) poprzedza punkt (y1, y2, k)
w tym cia֒gu, to prawdziwe sa֒ nierówności x1 ≤ y1 i x2 ≤ y2, z których co
najmniej jedna jest ostra. Sta֒d wniosek, że co najwyżej jeden wyraz tego
cia֒gu może być elementem zbioru A.
Przy ustalonej wartości parametru
k ∈ {0, 1, 2, . . . , n} zbiory

Bk,0, Bk,1, Bk,2, . . . , Bk,m−1
pokrywaja֒  la֒cznie wszystkie punkty zbio-
ru S o trzeciej wspó lrze֒dnej równej k z wy-
ja֒tkiem punktów (x1, x2, k), w których
x1 ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , n−m− 1, n−m} oraz
x2 ∈ {m,m + 1,m + 2, . . . , n}. Dla każdej
pary liczb s ∈ {0, 1, 2, . . . , n−m} oznaczmy
teraz symbolem Cs,t zbiór n + 1 punktów
postaci (s, t, x3), gdzie x3 ∈ {0, 1, 2, . . . , n}.

Bk,0

.

.

.

Bk,m−1

rys. 5

Również i tu co najwyżej jeden punkt ustalonego zbioru Cs,t może należeć
do zbioru A.

W ten sposób skonstruowalísmy (n+1)m zbiorów Bk,ℓ oraz (n−m+1)2

zbiorów Cs,t.  La֒cznie stanowia֒ one rozbicie zbioru S na

(1) N = (n+ 1)m+ (n−m+ 1)2

zbiorów. W każdym z nich jest co najwyżej jeden punkt zbioru A. Wobec
tego liczba punktów zbioru A nie przekracza N .

Wykażemy teraz, że dla każdego n ≥ 1 istnieje zbiór o w lasnościach
(1) i (2) oraz zawieraja֒cy po jednym punkcie z każdego spośród rozważa-
nych N zbiorów. W tym celu zauważmy, że dla dowolnej liczby ca lkowi-
tej w zbiór Aw wszystkich punktów (x, y, z) ∈ S zwia֒zanych równościa֒
x+ y + z = w spe lnia warunki zadania. Wystarczy zatem tak dobrać war-
tość w, by zbiór Aw mia l punkt wspólny z każdym zbiorem Bk,ℓ oraz
z każdym zbiorem Cs,t.

Dla dowolnych liczb k ∈ {0, 1, 2, . . . , n} oraz ℓ ∈ {0, 1, 2, . . . ,m − 1}
sumy wspó lrze֒dnych kolejnych punktów cia֒gu definiuja֒cego zbiór Bk,ℓ sa֒
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kolejnymi liczbami ca lkowitymi. Pierwsza z tych sum wynosi ℓ + k, czyli
jest równa co najwyżej n +m − 1; ostatnia zaś wynosi 2n− ℓ+ k, a wie֒c
jest równa co najmniej 2n −m + 1. W konsekwencji zbiór Aw ma punkt
wspólny z każdym zbiorem Bk,ℓ wtedy i tylko wtedy, gdy

(2) n+m− 1 ≤ w ≤ 2n−m+ 1.

Podobnie rozumujemy dla zbioru Cs,t, gdzie s∈{0, 1, 2, . . . , n − m}
oraz t ∈ {m,m+ 1,m+ 2, . . . , n}: sumy wspó lrze֒dnych kolejnych punktów
zbioru Cs,t tworza֒ cia֒g kolejnych liczb ca lkowitych rozpoczynaja֒cy sie֒
liczba֒ s + t ≤ 2n − m i kończa֒cy sie֒ liczba֒ s + t + n ≥ n + m. Sta֒d
zbiór Aw ma punkt wspólny z każdym zbiorem Cs,t wtedy i tylko wtedy,
gdy

(3) 2n−m ≤ w ≤ n+m.

Pozostaje stwierdzić, że nierówności (2) i (3) sa֒ spe lnione: w przy-
padku n = 2m dla w = 3m, a w przypadku n = 2m − 1 dla w = 3m − 2
i w = 3m − 1. W rezultacie przy tak wybranej wartości w zbiór A = Aw
liczy N punktów.

Na koniec wyznaczmy jednolity wzór wyrażaja֒cy liczbe֒N w zależności
od n. Przekszta lcaja֒c równość (1) otrzymujemy naste֒puja֒ce wyniki:

N = (2m+1)m+(m+1)2 = 3m2+3m+1 =
3

4
(n+1)2+

1

4
, gdy n = 2m,

oraz

N = 2m ·m+m2 = 3m2 =
3

4
(n+ 1)2, gdy n = 2m− 1.

Zatem N jest najmniejsza֒ liczba֒ ca lkowita֒ równa֒ co najmniej 3
4
(n+ 1)2.

Odpowiedź: Szukana najwie֒ksza możliwa liczba punktów zbioru A jest
równa najmniejszej liczbie ca lkowitej nie mniejszej niż 3

4
(n+ 1)2.

Roboczy szkic drugiego rozwia֒zania

Poniżej ⌈x⌉ oznacza najmniejsza֒ liczbe֒ ca lkowita֒ z pó lprostej [x,∞).
Zbiory równoliczne to zbiory o tej samej liczbie elementów. Kostka K to
najmniejszy sześcian zawieraja֒cy wszystkie punkty o wspó lrze֒dnych ca l-
kowitych z przedzia lu 〈0;n〉.

Zbiór o w lasnościach (1) i (2) nazwijmy dobrym. Symbole m(A)
i M(A) oznaczaja֒, odpowiednio, najmniejsza֒ i najwie֒ksza֒ wartość sumy
x+ y + z, gdy (x, y, z) ∈ A.
Lemat. Jeżeli A jest zbiorem dobrym, m(A) < 3

2
n, to istnieje taki zbiór

dobry A′, równoliczny z A, że zachodza֒ równości m(A′) = m(A) + 1 oraz
M(A′) = max{M(A),m(A) + 1}.

Najpierw wywnioskujemy twierdzenie z lematu. Niech A be֒dzie zbio-
rem dobrym. Stosuja֒c lemat wielokrotnie, zwie֒kszamy m(·) i dochodzimy
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do zbioru dobrego A∗, równolicznego z A, w którym m(A∗) = ⌈3
2
n⌉,

M(A∗) = max{M(A), ⌈3
2
n⌉}.

Jeśli M(A∗) =M(A) > ⌈3
2
n⌉, to stosuja֒c (tyle razy ile trzeba) lemat

do odbicia zbioru A∗ w symetrii wzgle֒dem punktu (n
2
, n
2
, n
2

) — środka
kostki, zmniejszamy M(·) i otrzymujemy zbiór dobry A∗∗, w którym na-
dal m(A∗∗) = ⌈3

2
n⌉, oraz także M(A∗∗) = ⌈3

2
n⌉. (Jeśli zaś M(A∗) = ⌈3

2
n⌉,

przyjmujemy po prostu A∗∗ = A∗). Zbiór A∗∗ (równoliczny z A) ca ly leży
w p laszczyźnie x+ y + z = ⌈3

2
n⌉.

Różnie można zliczyć punkty kostki, leża֒ce w tej p laszczyźnie. Wynik:
⌈3
4
(n+1)2⌉. To odpowiedź na pytanie, bo wszystkie punkty tego przekroju

tworza֒ zbiór dobry.

Dowód lematu. Niech B ={p = (x, y, z) ∈ A : x+ y + z = s} oraz
m(A) = s < 3

2
n. Określamy trzy zbiory: B1 = {p ∈ B : y ≥ 1

3
s > z},

B2 = {p ∈ B : z ≥ 1
3
s > x}, B3 = {p ∈ B : x ≥ 1

3
s > y}. Sa֒ one roz-

 la֒czne.

Niech p0 = (x, y, z) ∈ B\(B1∪B2∪B3). Ponieważ x+y+z = s, wie֒c za-
chodzi nierówność max(x, y, z) ≥ 1

3
s. Niech np. x ≥ 1

3
s. Skoro p0 /∈ B3, to

y ≥ 1
3
s; a skoro p0 /∈ B1, to z ≥ 1

3
s. To znaczy, że x = y = z = 1

3
s. Punkt p0

istnieje wie֒c wtedy i tylko wtedy, gdy liczba s dzieli sie֒ przez 3, i jest
wówczas jedyny: p0 = (1

3
s, 1
3
s, 1
3
s).

Określamy zbiór A′, zaste֒puja֒c każdy punkt p = (x, y, z) ∈ B punk-
tem p′, uzyskanym z p przez zwie֒kszenie jednej wspó lrze֒dnej o 1: jeśli
p ∈ Bi to zwie֒kszamy i-ta֒ wspó lrze֒dna֒ (i = 1, 2, 3), jeśli zaś p = p0, to
która֒kolwiek z trzech. Zbiór A jest dobry, wie֒c p′ /∈ A. Punkty zbioru
A \ B w la֒czamy do A′ nie zmieniaja֒c ich.

Jasne, że m(A′)=s+1. Jeżeli M(A) > s, to również M(A′) =M(A).
Jeśli M(A)=s, to zachodzi równość A = B, wie֒c M(A′) = m(A′) = s+ 1.

Wykażemy, że zbiory A′ i A maja֒ tyle samo elementów. Wystarczy
wykazać, że przyporza֒dkowanie p 7→ p′ jest różnowartościowe. Za lóżmy, że
(x̄, ȳ, z̄) ∈ B1, (x̃, ỹ, z̃) ∈ B2, (x̂, ŷ, ẑ) ∈ B3. Tym punktom przypisujemy
punkty (x̄+ 1, ȳ, z̄) ∈ A′, (x̃, ỹ+ 1, z̃) ∈ A′, (x̂, ŷ, ẑ+ 1) ∈ A′. Sa֒ one różne,
bo z̄ < 1

3
s ≤ z̃, x̃ < 1

3
s ≤ x̂, ŷ < 1

3
s ≤ ȳ, Sa֒ one też różne od punktu p′

0

(jeśli on istnieje).

Wykażemy, że zbiór A′ jest dobry. Najpierw wykażemy, że A′ ⊂ K.
Przypuśćmy, że punkt p′, uzyskany z p = (x, y, z) ∈ B, znalaz l sie֒ poza
kostka֒. Niech np. p ∈ B1. Wtedy p′ = (x+ 1, y, z) i x+ 1 > n, wie֒c x = n.
Z definicji zbioru B1 i z za lożenia s < 3

2
n wynika, że s = n + y + z ≥

≥ n+ 1

3
s + 0 > 2

3
s+ 1

3
s = s. Sprzeczność, zatem p′ ∈ K. Również p′

0
jest

punktem kostki, bo 1
3
s < 1

2
n < n.

Teraz zajmiemy sie֒ warunkiem (2). Za lóżmy, że dla pewnych punktów
p = (x, y, z) ∈ A′ i q = (u, v, w) ∈ A′ zachodza֒ nierówności x ≤ u, y ≤ v,
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z ≤ w. Ponieważ p 6= q i m(A′) = s+ 1, wie֒c s+ 1 ≤ x+ y+ z < u+ v+w,
zatem q ∈ A. Ponieważ zbiór A jest dobry, wie֒c p /∈ A, zatem p = r′ dla
pewnego punktu r ∈ B. Wtedy r = (x − 1, y, z). Jednak punkty r i q nie
moga֒ należeć do zbioru A, bo jest on dobry.

Zbiór A′ ma wie֒c wszystkie wymagane w lasności. Zakończylísmy do-
wód lematu i tym samym rozwia֒zanie zadania.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz bieża֒ce informacje
można znaleźć w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl bieża֒ce infor-
macje można znaleźć w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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