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1. Rozwiazac¢ réwnanie
(1) oty =2 +y°
w liczbach catkowitych x, y.
Rozwigzanie

Przepiszmy réwnanie (1) w rownowaznej postaci

(2) v —y=a' -’

Mnozac obie strony zaleznosci (2) przez 4 i dodajac do nich 1 otrzymujemy
(2y—1)? =4a* —42°+1 = (22° —2)* — (2 —1) = (22> —2—1)*+ (32> —22).
Zatem liczba 4% — 423 + 1 jest kwadratem liczby catkowitej; jednoczesnie
zas lezy ona pomiedzy kwadratami dwoch kolejnych catkowitych, o ile tylko
liczby 22 — 1 i 3z% — 2x sa dodatnie. Wobec tego zalezno$é (2) moze by¢
spelniona jedynie wtedy, gdy 2?2 —1 < 0 lub 322 — 22 < 0, czyli gdy
z e {-1,0,1}.

Podstawiajac kolejno te trzy wartosci niewiadomej x i rozwiazujac
uzyskane w ten sposéb réwnania kwadratowe z niewiadoma y wyznaczamy
nastepujace rozwiazania (x,y) rownania (1):

(-1,-1), (-1,2), (0,0), (0,1), (1,0), (1,1).
2. Dane sa takie liczby catkowite a i b, ze a # 0 oraz liczba 3 + a + b?
jest podzielna przez 6a. Wykazac, ze liczba a jest ujemna.
Rozwigzanie
Przypusémy, wbrew tezie zadania, ze a > 0. W mys$l zalozen istnieje liczba
calkowita ¢, dla ktérej 3 + a + b? = 6ac. Lewa strona ostatniej zaleznosci
jest liczba dodatnia, skad ¢ > 0. Zatem w réwnoéci b? + 3 = a(6c — 1)
drugi czynnik prawej strony daje reszte 5 z dzielenia przez 6, a wiec liczba
b? 4 3 ma dzielnik pierwszy postaci p = 6k — 1 dla pewnej dodatniej liczby
catkowitej k.

W tej sytuacji liczba (b—1)3 = (b— 3)(b* + 3) + 8 daje przy dzieleniu
przez p te sama reszte, co liczba 23 = 8; w szczegdlnodci liczba b — 1
nie jest podzielna przez p. W oparciu o zalezno$é¢ 3(4dk — 1) =2(p—1) + 1
stwierdzamy, ze liczby
(1) (=) =(b-1)P )2 (b—-1) i (2°)¥ = (2P71)2-2
daja réwne reszty z dzielenia przez p. Na mocy malego twierdzenia Fermata

liczby (b — 1)P~1 i 2P~1 daja reszte 1 z dzielenia przez p. Zwiazki (1)
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dowodza wiec, ze liczby b — 1 1 2 daja te same reszty z dzielenie przez p.
W efekcie réznica (b* + 3) — (b — 3)(b + 3) = 12 jest podzielna przez
liczbe p dajaca reszte 5 z dzielenia przez 6. Uzyskana sprzeczno$¢ konczy
rozwigzanie.

3. Dany jest czworokat ABC'D, w ktory mozna wpisa¢ okrag. Odcinki
AB, BC, CD i DA sa $rednicami odpowiednio okregéw o1, 02, 03 i 04.
Dowies¢, ze istnieje okrag styczny do kazdego z okregdéw o1, 02, 03 1 04.

Rozwigzanie

Jezeli dany czworokat jest rombem, to okregi maja srednice o jednakowe]
dhugosci, powiedzmy d, i przechodza przez S — Srodek symetrii rombu
(rys. 1). Okrag o $rodku S i promieniu d ma wiec zadana wlasnosé.

rys.2

Przypusémy teraz, ze nie wszystkie boki maja réwne dhugosci; przyj-
mijmy, nie tracac ogdlnosci rozwazan, ze AB < BC' (rys. 2). Oznaczmy
symbolami K, L i M odpowiednio srodki odcinkéw AB, BC' i AC oraz
okreslmy r = 1(BC — AB). Wéwezas na podstawie réwnosci

1 1 1 1
r+§AB:§BC:KM oraz 7’—§BC’:—§AB:—LM

stwierdzamy, ze okrag o o $rodku M i promieniu r jest styczny zewnetrznie
do okregu 0y oraz wewnetrznie do okregu os.

Jednak na mocy zalozenia o danym czworokacie prawdziwy jest zwia-
zek r = %(DC — AD). Zatem w wyniku analogicznego rozumowania dla
srodkéw odcinkéw AD, DC'i AC dochodzimy do wniosku, ze okrag o jest
styczny wewnetrznie do okregu o3 i zewnetrznie do okregu o4. Wobec tego
okrag o spelnia warunki zadania.
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4. Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym
AB=CD oraz [(BAD+ /BCD = 180°.
Udowodnié¢, ze /ZBAD > /ADC.
Rozwigzanie
Na plaszczyznie ABD zbudujmy tréj- D D
kat BC'D przystajacy do Sciany BCD
i lezacy po przeciwnej stronie prostej BD
niz trojkat BAD (rys. 4). Wowczas z da-
nych w tresci zadania zwiazkéw otrzymu- /%
jemy: A B A B
AB=C'D i ([(BAD+ /BC'D = 180°. rys. 3 rys. 4
Zatem na czworokacie ABC'D mozna opisaé¢ okrag, a ponadto czworokat
ten jest trapezem réwnoramiennym o podstawach AD i BC’. Stad i z nie-
réwnosdci trojkata dla kata trdjsciennego o wierzchotku D (rys. 3) uzysku-
jemy
/BAD = /ADC' = /ADB + /BDC' = /ADB + /BDC > /ADC.

> C o

5 Niech k, m oraz n beda trzema réznymi dodatnimi liczbami catkowi-
tymi. Wykazac, ze
1 1 1
(k:— —)(m— —)(n— —) < kmn— (k+m+n).
k m n
Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze czynniki lewej strony dowodzonej nieréwnosci sa
liczbami nieujemnymi. Nie ograniczajac ogdlnosci rozumowania przyjmij-
my, ze n jest najwieksza sposrdéd danych trzech liczb. Wykazemy, ze
(1) (k—5)(m—2)<km—2 i (km—2)(n—2)<kmn—(k+m+n).
Woéwczas taczac powyzsze dwie zaleznosci otrzymamy teze zadania.
Wymnazajac czynniki lewej strony pierwszej sposréd nieréwnosci (1),
redukujac wyraz km i wreszcie mnozac obustronnie przez km otrzymujemy
réwnowazng posta¢ —k? —m? +1 < —2km, czyli 1 < (k—m)?. To za$ jest
prawda, gdyz k i m sa réznymi liczbami catkowitymi.
Dowéd drugiej z nieréwnosci (1) przebiega analogicznie: wymnazamy
czynniki lewej strony, redukujemy wyrazy kmn i —n, a na koniec mnozy-
my obustronnie przez n. Dostajemy réwnowazng, postaé —n? — km + 2 <
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< —(k 4+ m)n, czyli 2 < (n — k)(n — m). Do zakonczenia rozwiazania
pozostaje przypomniec¢, ze n — k oraz n—m sa réznymi dodatnimi liczbami
catkowitymi.

Rachunkowe rozwiqzanie — kompilacja prac kilku finalistow

Niech
flk,m,n) = 2kmn<kmn— (k+m+n)— ( — %)(m— i)(n— 1)) _

m n

— km . mn , nk 7. _ .y _ o, _ k. _ m _n , 1 ) _

= 2k2m2+2m3n?+2n2k? —2k*mn—2km>*n—2kmn? —2k*—2m?—2n?42 =

= (km — kn)? + (mn — mk)? + (nk — nm)? — 2k? — 2m? — 2n? + 2 =

=k ((m—-n)?=2)+m*(n—k)*—2) +n*((k—m)* -2) +2.

Ze wzgledu na symetrie mozna zatozy¢ bez straty ogdlnosci, ze k > m > n.

Jesi k—m>2im—n> 2, to

flk,m,n) > k*(22 = 2) + m?(22 — 2) + n?(22 — 2) + 2 > 0,

co uzasadnia prawdziwos¢ dowodzonej nieréwnosci w tym przypadku.

Jesli m = n + 1, to zachodza réownosci:  f(k,n+ 1,n) =

=24+ n+1)2%(k—-n)?+n*k—-n—-12%-2k*-2(n+1)? —2n2+2 =

=k 1+ (n+1)2+n*-2) = 2k(n(n+1)*+n*(n+1)) +

+2n?(n+1)2=2(n+1)2 -2n?+2 =

=2n(n+ 1k? —2n(n+1)2n+ Dk +2(n* - 1)((n+1)? = 1) =

=2n(n+1)(k*—(2n+1)k+(n—1)(n+2)) = 2n(n+1)(k—n+1)(k—n—2).

Oczywiscie k > m, wiec k > m+ 1 =n+ 2 i wobec tego: f(k,n+1,n) =

=2nn+1)(k—n+1)(k—n—-2)>0.

Analogicznie prawdziwy jest wzoér:

fm+1,mn)=2m(m+1)(n—m+1)(n —m—2) =
=2m(m+1)(m—-—n—-1)(m+2—-—n)>0.

Nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej tréjki liczb catkowitych k& > m > n.

6. Dla kazdej liczby catkowitej n > 1 wyznaczy¢ najwieksza mozliwa
liczbe punktow w przestrzeni, tworzacych zbior A o nastepujacych
wlasnosciach:

(1) wspéhrzedne kazdego punktu zbioru A sa liczbami catkowitymi
z przedziatu (0;n);

(2) dla kazdej pary réznych punktéw (x1,z2,23), (y1,y2,y3) zbioru A
spelniona jest co najmniej jedna z nieréwnosci =1 < y1, X2 < Yo,
r3 < Y3 oraz co najmniej jedna z nieréwnosci xr1 > yi, T2 > Yo,
xr3 > Y3.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez S zbiér wszystkich (n + 1)3 punktéw catkowitych z prze-

dziatu (0;n). Niech ponadto m bedzie najmniejsza liczba catkowita réwna

cO najmniej %n; wtedy n = 2m albo n = 2m — 1.
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Podzielimy zbiér S na mniejsze zbiory, z ktérych kazdy bedzie mogt
zawiera¢ co najwyzej jeden punkt dowolnego zbioru A o wlasnosciach
(1) i (2).

Dla kazdej pary liczb k € {0,1,2,...,n} i £ € {0,1,2,...,m — 1}
niech By, » bedzie zbiorem wszystkich wyrazéow nastepujacego ciagu punk-
tow zbioru S

(0,0,k), (1,0, k), (2,0,k), ....(n—0—=1,0,k), (n—1¢, ¢, k),
(n—0,l+1,k), (n—0,L+2, k), ....(n—¥,n—1,k), (n—4,n,k).
Wszystkie punkty wystepujace w powyzszym ciagu maja trzecia wspol-
rzedna, réwna, k. Jesli ponadto punkt (z1,z9,k) poprzedza punkt (yi1,ys2, k)
w tym ciagu, to prawdziwe sa nieréwnosci x1 < y1 i 2 < ys, z ktorych co
najmniej jedna jest ostra. Stad wniosek, ze co najwyzej jeden wyraz tego
ciagu moze by¢ elementem zbioru A.

Przy  ustalonej wartosci parametru N T
k € {071727---777/} Zbiory i Yo
Bk,o; Bkﬁ,l; Bk:72, cee Bkﬁ,m—l

pokrywaja tacznie wszystkie punkty zbio-
ru S o trzeciej wspoétrzednej réwnej k z wy-

jatkiem punktéw (z1,22,k), w ktérych “hmotilo oo Lottt
v € {0,123, . n—m—Ln—m}oraz  © [EoETETETELL
rg € {m,m+1,m+2,...,n}. Dla kazdej  Brofs « & T
pary liczb s € {0,1,2,...,n—m} oznaczmy rys. 5

teraz symbolem Cs; zbiér n + 1 punktéw
postaci (s, t, x3), gdzie x5 € {0,1,2,...,n}.
Réwniez i tu co najwyzej jeden punkt ustalonego zbioru Cs ; moze nalezec¢
do zbioru A.

W ten sposéb skonstruowali$my (n+1)m zbioréw By ¢ oraz (n—m-+1)?2
zbioréw C . Lacznie stanowia one rozbicie zbioru S na
(1) N=nm+1m+(n—-—m+1)?
zbioréw. W kazdym z nich jest co najwyzej jeden punkt zbioru A. Wobec
tego liczba punktow zbioru A nie przekracza N.

Wykazemy teraz, ze dla kazdego n > 1 istnieje zbior o wlasnosciach
(1) i (2) oraz zawierajacy po jednym punkcie z kazdego sposréd rozwaza-
nych N zbiorow. W tym celu zauwazmy, ze dla dowolnej liczby catkowi-
tej w zbiér A, wszystkich punktéw (x,y,z) € S zwiazanych réwnoscia
xr + vy + z = w spelia warunki zadania. Wystarczy zatem tak dobra¢ war-
to$¢ w, by zbiér A, mial punkt wspdlny z kazdym zbiorem By, oraz
z kazdym zbiorem Cj ;.

Dla dowolnych liczb k € {0,1,2,...,n} oraz ¢ € {0,1,2,...,m — 1}
sumy wspotrzednych kolejnych punktow ciagu definiujacego zbiér By ¢ sa
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kolejnymi liczbami catkowitymi. Pierwsza z tych sum wynosi ¢ + k, czyli
jest réwna co najwyzej n +m — 1; ostatnia za$ wynosi 2n — £ + k, a wiec
jest réwna co najmniej 2n — m + 1. W konsekwencji zbiér A,, ma punkt
wspolny z kazdym zbiorem By, wtedy i tylko wtedy, gdy

(2) n+m—1<w<2n—m+ 1.

Podobnie rozumujemy dla zbioru C ¢, gdzie s€{0,1,2,...,n — m}
oraz t € {m,m+1,m+2,...,n}: sumy wspétrzednych kolejnych punktéw
zbioru C; tworza ciag kolejnych liczb catkowitych rozpoczynajacy sie
liczba, s +t < 2n — m i konczacy sie liczba s +t 4+ n > n 4+ m. Stad
zbiér A,, ma punkt wspdlny z kazdym zbiorem Cj; wtedy i tylko wtedy,
gdy
(3) 2n —m < w < n+m.

Pozostaje stwierdzi¢, ze nieréwnosci (2) i (3) sa spelione: w przy-
padku n = 2m dla w = 3m, a w przypadku n = 2m — 1 dla w = 3m — 2
iw=3m — 1. W rezultacie przy tak wybranej wartosci w zbior A = A,,
liczy N punktéw.

Na koniec wyznaczmy jednolity wzor wyrazajacy liczbe N w zaleznosci
od n. Przeksztalcajac rownos$é (1) otrzymujemy nastepujace wyniki:

3 1
N = (2m+1)m+(m+1)? =3m?*+3m+1= "(n+1)*+-

1 g 8dyn=2m,
oraz
3
N:2m-m+m2:3m2zi(n+1)2, gdy n =2m — 1.

Zatem N jest najmniejsza liczba catkowita réwna co najmniej %(n +1)2.
OdpowiedZ: Szukana najwieksza mozliwa liczba punktow zbioru A jest
rowna najmniejszej liczbie calkowitej nie mniejszej niz %(n +1)2.

Roboczy szkic drugiego rozwigzania

Ponizej [z] oznacza najmniejsza liczbe catkowita z pétprostej [z, 00).
Zbiory rownoliczne to zbiory o tej samej liczbie elementéw. Kostka K to
najmniejszy szeScian zawierajacy wszystkie punkty o wspoéirzednych cal-
kowitych z przedziatu (0;n).

Zbiér o wilasnoséciach (1) i (2) nazwijmy dobrym. Symbole m(A)
i M(A) oznaczaja, odpowiednio, najmniejsza i najwieksza warto$¢ sumy
T +y+z egdy (z,y,2) € A,
Lemat. Jezeli A jest zbiorem dobrym, m(A) < %n, to istnieje taki zbidr
dobry A’, réwnoliczny z A, ze zachodza rownosci m(A’) = m(A) + 1 oraz
M(A") = max{M(A), m(A) + 1}.

Najpierw wywnioskujemy twierdzenie z lematu. Niech A bedzie zbio-
rem dobrym. Stosujac lemat wielokrotnie, zwiekszamy m(-) i dochodzimy
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do zbioru dobrego A*, réwnolicznego z A, w ktorym m(A*) = [%n],
M(A*) = max{M(A), (%n]}

Jesli M (A*) = M(A) > [2n], to stosujac (tyle razy ile trzeba) lemat
do odbicia zbioru A* w symetrii wzgledem punktu (3, %5, %) — $rodka
kostki, zmniejszamy M (-) i otrzymujemy zbiér dobry A**, w ktérym na-
dal m(A**) = [3n], oraz takze M (A**) = [3n]. (Jesli zag M(A*) = [$n],
przyjmujemy po prostu A** = A*). Zbiér A** (réwnoliczny z A) caly lezy
w plaszczyznie z +y + 2 = [3n].

Ré6znie mozna zliczy¢ punkty kostki, lezace w tej ptaszczyznie. Wynik:
[%(nqt 1)?]. To odpowiedZ na pytanie, bo wszystkie punkty tego przekroju
tworza, zbiér dobry.

Dowdd lematu. Niech B={p= (x,y,2) € A: x+y+2z=s} oraz
m(A) = s < 3n. Okredlamy trzy zbiory: By ={p€ B: y> 3s> z},
By={peB: z>3is>ux}, Bs={peB: x>3s>y} Sa one roz
laczne.

Niech pg = (x,y, z) € B\(B1UB2UB3). Poniewaz x+y+2z = s, wiec za-
chodzi nieréwno$¢ max(x,y, z) > %3. Niech np. z > %3. Skoro pg ¢ Bs, to
y > %s; a skoro pg ¢ Bi,to z > %s. To znaczy, zex =y =2z = %s. Punkt pg
istnieje wiec wtedy i tylko wtedy, gdy liczba s dzieli sie przez 3, i jest
wowcezas jedyny: pg = (%s, %s, %3)

Okreslamy zbiér A’ zastepujac kazdy punkt p = (z,y,z) € B punk-
tem p’, uzyskanym z p przez zwiekszenie jednej wspélrzednej o 1: jesli
p € B; to zwiekszamy i-ta wspohrzedna (i = 1,2,3), jesli zas p = pog, to
ktérakolwiek z trzech. Zbiér A jest dobry, wiec p’ ¢ A. Punkty zbioru
A\ B wlaczamy do A’ nie zmieniajac ich.

Jasne, ze m(A")=s+1. Jezeli M(A) > s, to réwniez M(A") = M(A).
Jesli M(A)=s, to zachodzi réwnosé A = B, wiec M(A") = m(A") = s+ 1.

Wykazemy, ze zbiory A’ 1 A maja tyle samo elementéw. Wystarczy
wykazaé, ze przyporzadkowanie p — p’ jest réznowartoéciowe. Zaltézmy, ze
(z,9,2) € By, (Z,9,2) € Ba, (£,9,2) € Bs. Tym punktom przypisujemy
punkty (z+1,79,2) € A, (z,5+1,2) € A’, (2,9,2+ 1) € A’. Sa one rézne,
bo z < %SS Z, T < %sgi, 7y < %SS@, Sa one tez rézne od punktu pj
(jesli on istnieje).

Wykazemy, ze zbiér A’ jest dobry. Najpierw wykazemy, ze A’ C K.
Przypu$émy, ze punkt p’, uzyskany z p = (x,y,2) € B, znalazt sie poza
kostka. Niech np. p € B;. Wtedy p’ = (z + 1,y,2) i x+ 1 > n, wiec z = n.
7 definicji zbioru B; i z zalozenia s < %n wynika, ze s = n+y+ 2z >
>n+ %s +0 > %s + %s = 5. Sprzecznosé, zatem p’ € K. Réwniez pf, jest
punktem kostki, bo % 5§ < %n < n.

Teraz zajmiemy sie warunkiem (2). Zalézmy, ze dla pewnych punktéw
p=(x,y,2) € A1 q= (u,v,w) € A’ zachodza nieréwnosci z < u, y < v,
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z < w. Poniewaz p #qim(A’) =s+1,wiec s+1<zx+y+z<utv+w,
zatem q € A. Poniewaz zbiér A jest dobry, wiec p ¢ A, zatem p = r’ dla
pewnego punktu r € B. Wtedy r = (x — 1,4, 2). Jednak punkty r i ¢ nie
moga nalezeé¢ do zbioru A, bo jest on dobry.

Zbiér A’ ma wiec wszystkie wymagane wlasnosci. ZakonczyliSmy do-
wod lematu i tym samym rozwiazanie zadania.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl biezace infor-
macje mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



