LXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria (1 wrze$nia 2013 r. — 30 wrzesnia 2013 r.)

1. Wykazaé, ze jesli liczby catkowite a, b, ¢ spelniajg réwnanie
(a+3)2+(b+4)>—(c+5)?=a*+b*> -2,

to wspoélna wartos¢ obu stron jest kwadratem liczby catkowite;j.

2. Dane sg trzy rézne liczby calkowite a,b,c > 1 spelniajace wa-
runek NWD(a,b,c) =1. Znalezé wszystkie mozliwe wartosci liczby

NWD(a?b+b%c+c2a, ab® +bc* +ca?, a+b+c).

3. Na tablicy napisano stowo abdc. W jednym ruchu mozemy do-
pisa¢ lub usunaé¢ (na poczatku, w $rodku lub na koncu) palindrom
parzystej dtugosci utworzony z liter a, b, ¢, d. Rozstrzygnaé, czy po
skonczonej liczbie ruchow mozemy uzyskaé¢ stowo bacd.

(Uwaga: Palindromem nazywamy stowo, ktore czytane od lewej do prawej
jest takie samo jak czytane od prawej do lewej, np. abba, cc, daaaad.)

4. Na bokach BC', C A, AB trojkata ostrokatnego ABC' leza od-
powiednio punkty D, E, F, przy czym FA=FFE oraz FB=FD. Udo-
wodnié, ze punkt przeciecia wysokosci tréjkata ABC lezy na okregu
przechodzacym przez punkty C, D, E.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdéiniej dnia

30 wrzesnia 2013 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie poz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.

Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adre-
sem elektronicznym oraz klasq, nazwg 1 adresem szkoty.



LXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

IT seria (1 pazdziernika 2013 r. — 4 listopada 2013 r.)

5. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze liczb cal-
kowitych i przyjmujace wartosci caltkowite, spetniajace warunek

fla+b)* = f(a)’ = f(0)° =3f(a) f(b) f(a+D)
dla kazdej pary liczb catkowitych a, b.

6. Dowiesé, ze nie istnieja dodatnie liczby calkowite x, y, z, dla
ktorych
(B3x+4y)(4z+5y) =77,

7. Dany jest okrag o i jego cieciwa AB niebedaca $érednica. Na
okregu o wybieramy punkt P, rézny od punktow A i B. Punkty Qi R
leza odpowiednio na prostych PA i PB, przy czym QP = @B oraz
RP=RA. Punkt M jest $rodkiem odcinka QR. Wykaza¢, ze wszystkie
uzyskane w ten sposéb proste PM (odpowiadajace réznym polozeniom
punktu P na okregu o) maja punkt wspélny.

8. W czworoscianie ABCD plaszczyzna dwusieczna kata dwu-
Sciennego o krawedzi BC' przecina krawedz AD w punkcie P, za$
punkt @ jest rzutem prostokatnym punktu P na prosta BC. Udo-
wodnié, ze SAQP = IPQD.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdéiniej dnia

4 listopada 2013 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie poz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.

Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adre-
sem elektronicznym oraz klasq, nazwg 1 adresem szkoty.



LXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

III seria (5 listopada 2013 r. — 4 grudnia 2013 r.)

9. Udowodni¢, ze dla kazdej trojki réznych liczb dodatnich a, b, ¢
z odcinkow o dlugosciach

Y@ P, YE-Ab-0. YE-ade—a

mozna zbudowaé trojkat.

10. Ciag g, x1, T2, ... okreSlamy wzorami: xo =1, x1 =3 oraz
Tpyo =0Tpr1 — 2y dlan=0,1,2,....
Udowodnié¢, ze dla kazdego n istnieja takie liczby catkowite a, b, ze
T, =a’+20°.

11. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym AB+# AC. Okrag o wpisany
w ten trojkat jest styczny do bokéw BC, C A, AB odpowiednio w punk-
tach D, E, F. Punkt M jest $rodkiem odcinka EFF'. Okrag o $rednicy
M D przecina okrag o w punktach D i P oraz przecina odcinek EF
w punktach M i Q. Wykazacé, ze prosta PQ potowi odcinek AM.

12. W prostokacie P zaznaczono n? réznych punktéw. Dla kazdej

liczby catkowitej n > 2 znalez¢ najwieksza mozliwa liczbe prostokatow,
w ktorych kazdy wierzcholek jest jednym z zaznaczonych punktéw,
a boki sa réwnoleglte do bokéw prostokata P.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdéiniej dnia

4 grudnia 2013 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie poz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.

Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adre-
sem elektronicznym oraz klasq, nazwg 1 adresem szkoty.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej
e Dla wojewddztwa pomorskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

e Dla wojewoddztwa $laskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

e Dla wojewddztwa matopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Jagiellonskiego, ul. Y.ojasiewicza 6, 30-348 Krakéw.

e Dla wojewddztwa lubelskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Zaktad Rachunku Praw-
dopodobienstwa pok. 810, Instytut Matematyki UMCS, pl. Marii Sktodow-
skiej-Curie 1, 20-031 Lublin.

e Dla wojewodztwa tédzkiego i $wietokrzyskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i In-
formatyki Uniwersytetu f.6dzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 ¥.6dz.

e Dla wojewo6dztwa wielkopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i In-
formatyki UAM, ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.

e Dla wojewddztwa podkarpackiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Katedra Matematyki, Po-
litechnika Rzeszowska, al. Powstancéw Warszawy 8, 35-959 Rzeszow.

e Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Szczecinskiego, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

e Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki UMK, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

e Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
Polskiej Akademii Nauk, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

e Dla wojewddztwa dolnoslaskiego i opolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
Uniwersytetu Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroctaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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