LXV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(1 wrzesnia 2013 r. — 4 grudnia 2013 r.)

Zadanie 1.  Wykazadé, ze jesli liczby calkowite a, b, ¢ spelniajg réwnanie
(a+3)2+(b+4)> = (c+5)>=a*+b> -,
to wspdlna warto$é obu stron jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie
Rozwinmy kwadraty stojace po lewej stronie danego réwnania, uzyskujac

a?+6a+9+b>+8b+16—c*—10c—25=0a®+b*—c2
Po redukcji wyrazéw podobnych dostajemy 6a+8b—10c=0, skad c= %a—k %b.
Prawa strone rozwaZanego réwnania przeksztalcamy teraz nastepujaco:
a>+b*—c?=a’+b*— ( 2a+2b)°=a’+b° — La® — Zab— 327 =

=10 Hab+ 21 = (Sa— 20"

Do zakoniczenia rozwiazania pozostaje jeszcze uzasadnié, ze liczba sa— fb jest
catkowita. W tym celu korzystamy znéw ze zwiazku c= fa+ 4b otrzymuJ@C

2a—2b=2a+2b—a—3b=3(3a+2b)—a—3b=3c—a—3b.

Zatem liczba a? 4+ b% —c? jest kwadratem liczby calkowitej 3¢ —a — 3b.

Zadanie 2. Dane sg trzy rézne liczby calkowite a,b,c > 1 spelniajagce warunek
NWD(a,b,c) =1. Znalezé wszystkie mozliwe wartosci liczby

NWD(a’b+b’c+c?a, ab® +bc® +ca®, a+b+c).

Rozwigzanie
Niech d oznacza najwiekszy wspolny dzielnik liczb

K =a?b+b%c+c*a, L=ab’>+bc*+ca® oraz M=a+b+c.

Wykazemy najpierw, ze liczby a, b, ¢ sa wzglednie pierwsze z liczba d.

Przypusémy bowiem, ze liczby a i d majg wspdlny dzielnik pierwszy p;
jest on wtedy takze dzielnikiem liczb K i M. Réznica K —a(ab+c?) =b*c
jest zatem podzielna przez p, czyli jedna z liczb b, ¢ jest podzielna przez
liczbe pierwsza p. Wobec tego suma M =a-+b+c oraz jej dwa sktadniki sg
podzielne przez p. Stad wniosek, ze kazda z liczb a, b, ¢ jest podzielna przez p,
wbrew zatozeniu NWD(a,b,c) =1. To dowodzi, ze NWD(a,d) =1 i podobnie
uzasadniamy zaleznosci NWD(b,d) = NWD(¢,d) =1.

Z drugiej strony, liczba (ab+bc+ca)M — K — L = 3abe jest podzielna
przez d. A poniewaz liczby a, b, ¢ sa wzglednie pierwsze z liczba d, wiec
podzielnoéé¢ liczby 3abe przez d pociaga za soba podzielnosé liczby 3 przez d,
skad d =1 lub d=3. Obie te wartosci sa mozliwe do uzyskania:
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e dla (a,b,c)=(2,3,4) otrzymujemy NWD(K, L, M)=NWD(80,82,9) =1;
e dla (a,b,c)=(2,5,8) dostajemy NWD(K, L, M)=NWD(348,402,15)=3.
OdpowiedZ: Szukanymi mozliwymi warto$ciami sg 1 i 3.

Zadanie 3. Na tablicy napisano stowo abdc. W jednym ruchu mozemy dopisaé
lub usunaé¢ (na poczatku, w srodku lub na konicu) palindrom pa-
rzystej dtugosci utworzony z liter a, b, ¢, d. Rozstrzygnaé, czy po
skoniczonej liczbie ruchéow mozemy uzyskaé stowo bacd.

(Uwaga: Palindromem nazywamy stowo, ktére czytane od lewej do prawej
jest takie samo jak czytane od prawej do lewej, np. abba, cc, daaaad.)

Rozwigzanie

Dla dowolnego stowa w utworzonego z liter a, b, ¢, d niech N (w) oznacza
liczbe pozycji nieparzystych, a P(w) — liczbe pozycji parzystych, na ktérych
w stowie w wystepuje litera a. (Pozycje w stowie numerujemy od lewej strony
kolejno liczbami 1, 2, 3, ..., a wigc np. N(abaacd) =2 i P(abaacd)=1.)
Oznaczmy wreszcie R(w) = N(w)— P(w).

Wykazemy, ze jezeli w wyniku wykonania ruchu ze stowa w powstaje
stowo v, to prawdziwy jest zwiazek R(v)= R(w).

Istotnie, dtuzsze ze stéw w, v otrzymujemy z krétszego poprzez dopisanie
palindromu o parzystej dlugoéci. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze stowo v
uzyskujemy ze slowa w wstawiajac w pewnym jego miejscu (na poczatku,
w $rodku lub na koncu) palindrom postaci p1ps . .. Dk—1PkPEPk—1 - - - P2D1, gdzie
kazdy z symboli p1, pa, ..., px jest jedna z liter a, b, ¢, d. W wyniku tego
wstawienia dotychczasowe litery stowa w albo pozostaja w stowie v na tej
samej pozycji, albo tez przesuwaja sie o 2k pozycji w prawo. Stad wniosek,
ze stowo w zawiera tyle samo liter a na pozycjach nieparzystych, co stowo v
poza dopisanym palindromem; podobnie dla pozycji parzystych.

Niech z kolei m oznacza liczbe wystapien litery a w ciagu p1, p2, ..., Pk-
Dla¢=1,2,...,k symbol p; wystepuje w dopisanym palindromie dwukrotnie
— raz na pozycji nieparzystej, a raz na parzystej. W konsekwencji doktadnie
polowa sposrdéd 2m liter a wystepujacych w rozwazanym palindromie stoi na
pozycjach nieparzystych, a druga potowa — na pozycjach parzystych. Wobec
tego N(v)=N(w)+m i P(v)=P(w)+m, co pociaga za soba postulowany
zwiazek R(v) = R(w).

Zatem dowolne slowo w, ktére mozna otrzymac na tablicy po skonczonej
liczbie ruchéw, spelnia zalezno$é R(w)= R(abdc)=1—0=1. Stad i z réwnosci
R(bacd) =0—1=—1 wynika przeczaca odpowiedZ na postawione pytanie.

Odpowiedz: Uzyskanie stowa bacd nie jest mozliwe.

Zadanie 4. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ostrokatnego ABC lezg odpowied-
nio punkty D, E, F', przy czym FA=FF oraz FB=FD. Udowodni¢,

ze punkt przeciecia wysokosci tréjkata ABC lezy na okregu przecho-
dzacym przez punkty C, D, E.
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Rozwigzanie

Niech K i L beda spodkami wysokosci trojkata ABC opuszczonych od-
powiednio z wierzchotkéw A i B oraz niech H bedzie punktem przeciecia tych
wysokosci. Odbijmy symetrycznie punkt A wzgledem punktu L oraz punkt B
wzgledem punktu K, otrzymujac odpowiednio punkty M oraz N (rys. 1).
Wéwezas proste AK i BL sa symetralnymi odpowiednio odcinkéw BN i AM.
M

rys. 1

Punkt B lezy na symetralnej odcinka AM, wiec tréjkat ABM jest row-
noramienny. Ponadto tréjkaty rownoramienne AF'E i ABM maja wspolny
kat miedzy ramieniem a podstawa przy wierzchotku A. W rezultacie sg one
jednokltadne wzgledem tego wierzchotka. Analogicznie trojkaty BF D i BAN
sg jednoktadne wzgledem punktu B. Stad uzyskujemy réwnosci stosunkéw

1 AE AF ND
o EM _FB_ DB
7, drugiej strony, punkt H lezy na symetralnych odcinkéw AM i BN.
Zatem tréjkaty AHM i N HB sg réwnoramienne. Co wigcej, miary ich katéw
miedzy ramieniem a podstawsa sa réwne, gdyz
IHAM = 4KAC =90° —4BCA=<YLBC =<YHBN.

W efekcie tréjkaty te sa podobne. Na mocy zaleznosci (1) podobiefistwo, ktére
przeprowadza wierzchotki A, H, M odpowiednio na wierzchotki N, H, B,
przeksztalca punkt E na punkt D. Wobec tego SHEM = SHDB, czyli

JHEC =180° — YHDC.
Na czworokacie H DC'E mozna wigc opisa¢ okrag, co konczy rozwigzanie.

Zadanie 5.  Wyznaczyé wszystkie funkcje f okreélone na zbiorze liczb calkowi-
tych i przyjmujace wartosci catkowite, spetniajace warunek

(1) fla+b)° = f(a)*— f(b)° =3f(a) f(b)f(a+b)
dla kazdej pary liczb catkowitych a, b.
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Rozwigzanie

Przyjmujac a=b=0 w zaleznoéci (1) uzyskujemy — f(0)% =3£(0)3, skad
(2) f(0)=0.

Niech n bedzie dowolna liczba catkowita. W my$l réwnosci (2) zwiazek (1)
dla warto$ci @ =n i b= —n przybiera posta¢ — f(n)3 — f(—n)3 =0. Zatem
(3) f(=n)=—f(n) dla kazdego n.

Przypu$émy wreszcie, ze istnieje liczba catkowita d# 0, dla ktérej f(d)=0.
Wtedy dla dowolnej liczby catkowitej n z zaleznosci (1) dla a=n oraz b=d
dostajemy f(n-+d)?— f(n)*>=0, czyli f(n+d)= f(n). W rezultacie

(4) jesli f(d)=0, to f(n+d)= f(n) dla kazdego n.

Jezeli f(1)=0, to zwiazek (4) dowodzi, ze f(n+1)= f(n) dla kazdego n.
Stad funkcja f jest stala, a wobec réwnosci (2) — zerowa. W dalszej czesci
zakladamy, ze k= f(1)#0. Podstawiajac a=b=1 w warunku (1) stwierdzamy,
ze liczba o = f(2) jest pierwiastkiem réwnania x® — 2k = 3k?z. Z rozktadu

1? —3k*r — 2k = (2 — 2k) (2° 4+ 2kx + k*) = (z — 2k) (v + k)?
wynika wiec, ze f(2)=2k albo f(2)=—k. Zbadamy oddzielnie oba przypadki.
Przypadek 1. f(2) =2k.
Woéwczas réwnoscé

(5) f(n)=kn

jest spetniona dla n=0, n=1 oraz n=2. Wykazemy indukcyjnie, ze jest ona
prawdziwa dla dowolnej nieujemnej liczby catkowitej n — i w konsekwencji,
na podstawie zwiazku (3), dla dowolnej liczby catkowitej n.

Przypusémy w tym celu, ze f(m)=km dla pewnej liczby calkowitej
m > 2. Korzystajac z zaleznosci (1) dla a=m i b=1 wnioskujemy, ze liczba
y=f(m+1) jest pierwiastkiem réwnania y> —m3k3—k3=3mk?y. W rozkladzie

y® —3mk?y —k*(m® +1) = [y — k(m+1)][y* + k(m~+ 1y +k*(m? —m+1)]
drugi czynnik jako trojmian kwadratowy zmiennej y ma wyréoznik rowny
A=k (m+1)2—4k*(m* —m+1) =k*(=3m? +6m—3) = —3k*(m —1)* <0,
czyli czynnik ten jest stale dodatni. Zatem y==Fk(m+1), co dowodzi stusznosci
zwiazku (5) dla n=m+1 i konczy rozumowanie indukeyjne.

Przypadek 2. f(2) = —k.

Wtedy warunek (1) dla wartoéci a =2 oraz b=1 prowadzi do réwnosci
f(3)2=—3k2£(3). Jej strony mialyby przeciwne znaki, gdyby f(3)#0, a wiec
f(3)=0. W oparciu o zalezno$¢ (4) otrzymujemy teraz zwiazek f(n+3)=f(n)
dla kazdego n, ktory pociaga za soba wzor

0, gdy liczba n jest podzielna przez 3,
(6) fn)=4 k,  gdy liczba n daje reszte 1 z dzielenia przez 3,
—k, gdy liczba n daje reszte 2 z dzielenia przez 3.
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Pozostaje sprawdzié¢, ze dla kazdej liczby catkowitej k funkcja f okreslona
jednym ze wzoréw (5), (6) spelnia tozsamosé (1).

1. Dla funkcji f(n)==Fkn obie strony warunku (1) wynosza k3(3a2b+3ab?).

2. Funkcja f zadana wzorem (6) ma wlasnosé (3). Zatem wprowadzajac
oznaczenie c=—(a+b) mozemy przepisa¢ dowodzona zaleznosé (1) w postaci

(7) Fla)® + f(0)°+ f(c)® = 3f(a) £ (b) f (c)-
Jezeli co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest podzielna przez 3, to prawa strona
oraz pewien skladnik lewej strony warunku (7) sa réwne zeru, a pozostale
dwa skladniki znosza sie wzajemnie. W przeciwnym razie zwiazek a+b+c=0
oznacza, ze liczby a, b, ¢ daja te sama reszte (1 lub 2) z dzielenia przez 3,
skad f(a)= f(b)= f(c). W obu przypadkach réwnosé¢ (7) jest prawdziwa.
Odpowiedz: Wszystkie funkcje f o zadanej wlasnosci sa opisane wzorami
(5) 1 (6), w ktérych parametr & moze byé¢ dowolna liczba catkowita.

Zadanie 6. Dowiesé, ze nie istniejg dodatnie liczby catkowite x, ¥y, z, dla ktorych
3z +4y)(4x+5y) =77,

Rozwigzanie
Przypusémy, ze dodatnie liczby calkowite x, y, z spelniaja dana réwnosé.
Poniewaz liczba 7 jest jedynym dzielnikiem pierwszym prawej strony, wiec

3r+4y="7 oraz 4+ 5y="7°

dla pewnych nieujemnych liczb catkowitych a i b o sumie réwnej z. Nieréwnosé
3z 44y < 4x+ by pociaga za sobg zwiazek a <b. Wobec tego b > a+1, skad

dx4+5y="T7">7-7"="7(3z+4y) = 21z + 28y > 4z + 5y.

Uzyskalidmy sprzecznosé, ktéra dowodzi tezy zadania.

Zadanie 7. Dany jest okrag o i jego cigciwa AB niebedaca érednica. Na okregu o
wybieramy punkt P, r6zny od punktéw A i B. Punkty @ i R leza od-
powiednio na prostych PAi PB, przy czym QP=QB oraz RP=RA.
Punkt M jest $rodkiem odcinka QR. Wykazaé, ze wszystkie uzy-
skane w ten sposéb proste PM (odpowiadajgce réznym polozeniom
punktu P na okregu o) majg punkt wspdlny.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze szukanym punktem wspoélnym jest punkt C, w ktérym
przecinaja sie styczne do okregu o w punktach A i B (rys. 21 3).

Tréjkaty ACB, ARP i BQP sa réwnoramienne. Wykazemy, ze majg one
jednakowe miary katoéw miedzy ramieniem a podstawa. Istotnie, przyjmijmy
oznaczenie a=JCAB=<JCBA. Na mocy twierdzenia o kacie miedzy styczna
a cieciwg kat wpisany oparty na krotszym tuku AB okregu o ma miare a.
Jezeli wiec punkt P lezy na owym krétszym tuku (rys. 2), to

JAPR=<BPQ=180°—<JAPB =,
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jezeli zag punkt P lezy na dluzszym tuku AB okregu o (rys. 3), to
JAPR=YBPQ=JYAPB=a.

Wobec tego rozwazane trzy trojkaty réwnoramienne sg podobne.

rys. 2 rys. 3

Tréjkaty rownoramienne ARP i AC'B sa zbudowane na dwbéch bokach
tréjkata ABP jako na podstawach, przy czym jeden do wewnatrz, a drugi
— na zewnatrz tréjkata ABP. W obu przypadkach z podobiefistwa tych
tréjkatow réwnoramiennych i réwnoéci SRAP = 4C AB wynikaja zaleznoéci

RA PA

AC  AB
Zatem tréjkaty RAC i PAB sa podobne (cecha bok-kqt-bok). Analogicznie
tréjkaty QCB i PAB sg podobne. Stad trojkaty RAC i QC'B sa podobne,
a wiec przystajace, gdyz ich odpowiadajace boki AC i C'B maja réwne dlu-
gosci. W efekcie QC' = RA = RP i analogicznie dowodzimy, ze CR= PQ).

Pétproste PQ— i PR~ albo przecinaja odpowiednio odcinki BC i AC
(rys. 2), albo tez przechodza odpowiednio przez punkty A i B (rys. 3). W obu
sytuacjach punkty @ i R leza po przeciwnych stronach prostej PC', a réwnosci
QC =RP i CR= PQ oznaczaja, ze punkty P, Q, C, R sg kolejnymi wierz-
chotkami réwnolegtoboku. Punkt M jest zas Srodkiem jego przekatnej QR,
czyli prosta PM przechodzi przez wierzchotek C, tak jak twierdzilidmy.

oraz JRAC =<PAB.

Zadanie 8. W czworoécianie ABC D plaszczyzna dwusieczna kata dwusciennego
o krawedzi BC' przecina krawedz AD w punkcie P, za$ punkt Q
jest rzutem prostokatnym punktu P na prostg BC. Udowodnié, ze
JAQP =<9PQD.

Rozwigzanie

Oznaczmy symbolem ¢ symetri¢ wzgledem prostej PQ), czyli obrét wokot

tej prostej o kat 180° (rys. 4).



rys. 4

Prosta BC' przecina prosta PQ pod katem prostym, a wiec przechodzi
przy symetrii ¢ na siebie. Wobec tego ¢ przeprowadza dowolna plaszczyzne
zawierajaca prosta BC na pewna plaszczyzne zawierajaca prosta BC, a Scidlej
— na plaszczyzne symetryczng do m wzgledem plaszczyzny BCP.

Na mocy warunkéw zadania ptaszczyzny BCA i BC'D sg symetryczne
wzgledem plaszczyzny BCP. Zatem ¢ przeksztalca plaszczyzne BC'A na
BCD. 7 kolei ptaszczyzna AQD przechodzi przy symetrii ¢ na siebie, gdyz
zawiera o$ tej symetrii. Stad ¢ odwzorowuje przekrdj ptaszczyzn BCA i AQD
(prosta AQ) na przekréj plaszezyzn BC'D i AQD (prosta DQ). W rezultacie
proste AQ i DQ sa symetryczne wzgledem prostej PQ, skad wynika teza.

Zadanie 9. Udowodnié, ze dla kazdej trojki réznych liczb dodatnich a, b, ¢ z od-
cinkéw o dtugosciach

J@-)a=b), {JE-)0b-0), Y(@-a)(c-a)

mozna zbudowaé tréjkat.

Rozwigzanie
Nalezy wykazaé, ze suma dowolnych dwéch pierwiastkéw wystepujacych
w tresci zadania jest wicksza od trzeciego pierwiastka. Udowodnimy, ze

(1) %/(aQ—bQ)(a—b)—&— \3/(b2—02)(b—c) > {’/(CQ—aQ)(c—a).
Dowody dwoch pozostatych nieréwnosci przebiegaja analogicznie.

Zamiana symboli a i ¢ nie wplywa na prawa strone zaleznosci (1) oraz
zmienia kolejno$¢ dwoch sktadnikéw lewej strony. Bez szkody dla ogdlnosci
dalszego rozumowania mozemy wiec przyjacé, ze a < c.

Zatézmy najpierw, ze b jest najmniejsza z liczb dodatnich a, b, c. Wtedy

c—b>c—a>0 oraz A —bv*>ct—a’>0.
Po wymnozeniu uzyskujemy zwiazek
(2= 1)(e—b) > (2 —a?)(c—a),

z ktérego wynika, ze sam drugi sktadnik po lewej stronie nieréwnosci (1) jest
wigkszy od prawej strony. Jezeli natomiast b jest najwigksza sposréd danych
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trzech liczb, to podobnie uzasadniamy, ze (b*>—a?)(b—a)>(c*—a?)(c—a) i tym

razem juz pierwszy sktadnik lewej strony jest Wl@kszy od prawej strony.

Do zakonczenia dowodu zaleznosci (1) pozostaje rozwazy¢ przypadek,
w ktérym a < b < c. Dzielgc te zaleznosé przez prawa strone i rozktadajac
roznice kwadratéw na dwa czynniki otrzymujemy réwnowazna postaé

:\))/(b—a)Q(bjLa) +§/(c—b)2(c+b) -

(c—a)?(c+a) (c—a)?(ct+a) ™
czyli

@) a s/(c—a)(b+a) c—b3 c—a c+b
(b—a)(c+a) (c— b (c+a)

Aby wykazaé ZWI@ZQk ) zauwazmy, ze hczby b—a, c—a oraz c—b sa dodatnie.
Wobec tego stojaca pod pierwszym pierwiastkiem liczba
(c—a)(lH—a):bc—aQ—l—a(c—b):1+ 2a(c—0b) 14 2a(c—0b)
(b—a)(c+a) be—a?—a(c—Db) bc—a?—a(c—b) (b—a)(c+a)
jest wieksza od 1, a iloraz stojacy przed tym pierwiastkiem jest dodatni. Stad
iz analogicznego stwierdzenia dla drugiego pierwiastka dostajemy

a sf(c—a)(b+a) cfb3 c—a c+b b_1
(b—a)(c+a) (c=b)(c+a) —a

a wiec uzyskahsmy zadang nieréwnosé (

Zadanie 10. Ciag o, =1, T2, ... okre§lamy wzorami: z¢o =1, x1 = 3 oraz
(1) Tnt2 =0Tnt1 —Tn dlan=0,1,2,....
Udowodnié, ze dla kazdego n istnieja takie liczby catkowite a, b, ze

Ty = a? +2b°.
Rozwigzanie
Okreslmy liczby catkowite ag, bg, a1, b1, as, ba, ... wzorami: ag=1, by =0,
Gpt1 = Gn+2b,,
(2) {b:L:aZMn" dlan=0,1,2,....

Wykazemy indukcyjnie, ze wéwczas dla kazdego n prawdziwa jest réwnosé
(3) T, = a2 +2b2.

Bezposrednie sprawdzenie wskazuje, ze zaleznos$¢ (3) jest spelniona dla
n=01n=1. Przechodzac do kroku indukcyjnego przyjmijmy, ze

(4) Ty = a2, +202, oraz Tint1 = oy 1 + 2620

dla pewneJ liczby catkowitej m > 0. Nalezy udowodnié prawdmwosc zwiazku
Tng2 =02, 49 +2bm+2, ktory w mysl wzoréw (1) i (4) mozna zapisaé jako

(5) 6( Ant1 +2bm+1) (a371+2b3n) :a$n+2+2b3n+2'
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Wprowadzmy oznaczenia A=a,, i B=b,,. Wtedy korzystajac z zaleznosci (2)
uzyskujemy a,,41=A44+2B8, b1 =A+DB, ayi2=3A+4B i b,,+2=2A+3B.
Wobec tego dowodzony zwiazek (5) przybiera postaé

(6)  6[(A+2B)*+2(A+B)?|—[A%+2B?% = (3A44B)*>+2(2A+3B)%

Obliczamy, Ze obie strony réwnosci (6) wynosza 17A%+48AB+34B2. To za$
konhczy dowdd zaleznosci (3) i rozwiazanie zadania.

Zadanie 11. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB# AC. Okrag o wpisany w ten
tréjkat jest styczny do bokéw BC, C'A, AB odpowiednio w punk-
tach D, E, F. Punkt M jest srodkiem odcinka E'F'. Okrag o srednicy
M D przecina okrag o w punktach D i P oraz przecina odcinek EF
w punktach M i Q. Wykazaé, ze prosta PQ polowi odcinek AM.

Rozwigzanie

Oznaczmy symbolami I oraz K odpowiednio $rodek okregu o oraz srodek
odcinka DP. Niech J i L beda punktami, w ktérych prosta D@ przecina
odpowiednio proste M P i K, a R niech bedzie punktem symetrycznym do

punktu J wzgledem punktu @ (rys. 5).

rys. 5

Konce odcinka M D sa rzutami prostokatnymi punktu I na proste EF
i BC, co dowodzi, ze punkty P i @ leza po przeciwnej stronie prostej M D niz
punkt I. Ponadto proste IM i DQ sa prostopadle do prostej E'F', a proste
IK i MP — do prostej DP. Wobec tego punkty M, I, L oraz J sa kolejnymi
wierzchotkami réwnolegloboku.

Proste IK i EF sa symetralnymi odpowiednio odcinkéw DP i JR, skad

LP=LD=LJ=IM oraz MR=MJ=IL.



Zatem czworokaty RMIL i MILP sa trapezami réwnoramiennymi. Wynika
stad, ze okrag w opisany na trojkacie M 1L przechodzi takze przez punkty
R i P, apunkty R, M, I, L, P leza na tym okregu w wypisanej kolejnosci.
Co wiecej, tuki RI, M L oraz I P okregu w maja jednakowe dtugosci. W efekcie
IR=1P, czyli punkt R lezy na okregu o.

Prosta PR jest wiec osig potegowq okregéw o i w, a potegi punktu A
wzgledem tych okregéw wynosza odpowiednio AF? i AM-AI (zob. LVI Olim-
piada Matematyczna, Sprawozdanie Komitetu Glownego, Warszawa 2007,
Dodatek, str. 98-100). Na mocy podobienstwa trojkatéw prostokatnych AM F
i AF'I obie te potegi sg réwne. W konsekwencji punkt A lezy na prostej PR.

UdowodniliSmy w ten sposéb, ze odcinki RJ oraz AM sg jednokladne
wzgledem punktu P. Jednak punkt @ jest srodkiem odcinka RJ. W rezultacie
prosta P(Q) polowi réwniez odcinek AM, co nalezalo wykazad.

Zadanie 12. W prostokacie P zaznaczono n? réznych punktéw. Dla kazdej liczby
catkowitej n > 2 znalezé najwieksza mozliwg liczbe prostokatow,
w ktérych kazdy wierzchotek jest jednym z zaznaczonych punktow,
a boki sa rownolegle do bokéw prostokata P.

Rozwigzanie

Prostokatem dobrym nazwiemy kazdy prostokat, w ktérym wszystkie
wierzcholki sa zaznaczone, a boki sa réwnolegte do bokéw prostokata P.
Wykazemy, ze dowolny z n? zaznaczonych punktéw moze byé wierzchotkiem
co najwyzej (n—1)% réznych dobrych prostokatéw. Wyniknie stad, ze istnieje
co najwyzej n?(n—1)? par ztozonych z dobrego prostokata i jego wierzchotka,
czyli co najwyzej $n*(n—1)? dobrych prostokatéw.

Przechodzac do dowodu poprowadzmy przez zaznaczony punkt p dwie
proste k i £, réwnolegle do bokéw prostokata P. Przyjmijmy, ze na prostych
k i £ lezy odpowiednio my i my zaznaczonych punktow, réznych od p. Niech
wreszcie M oznacza liczbe dobrych prostokatéw o wierzchotku p.

4 , L
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Qe 4==-===-mmm- -
rys. 6 rys. 7

Kazdy dobry prostokat o wierzcholtku p ma jeszcze jeden wierzchotek gy
na prostej k i jeszcze jeden wierzchotek ¢, na prostej £. Ponadto dowolna
sposréd mymy par zaznaczonych punktéw (qx,qe) lezacych odpowiednio na
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prostych k i £ pochodzi od co najwyzej jednego dobrego prostokata o wierz-
chotku p (rys. 6). Zatem M <mymy.

7 drugiej strony, dobry prostokat o wierzchotku p ma jeden wierzchotek r
lezacy poza prostymi k i £. Kazdy zaznaczony punkt lezacy poza prostymi
k i £ moze za$ by¢ wierzcholkiem co najwyzej jednego dobrego prostokata
o wierzcholku p (rys. 7), a liczba takich punktéw wynosi n? —my —my — 1.
Wobec tego M <n?—myj—myg—1.

Jezeli teraz spelniona jest nieréwnosé my +my > 2n — 2, to z zaleznosci
M <n?—mp—my—1 otrzymujemy M <n?—(2n—2)—1=(n—1)?. Natomiast
w przypadku my +my < 2n — 2 zwiazek M < mgmy prowadzi do wniosku, ze

M<mp(2n—2—myg)=2(n—1)mp—mi=(n—-1*>-[(n—1)—mg]* < (n—1)2.

To konczy dowdd zapowiedzianego stwierdzenia.

Pozostaje wskazaé sposéb zaznaczenia n? punktéw, dla ktérego liczba
dobrych prostokatow wymnosi inz(n— 1)2. W tym celu prostokat P o bokach
poziomych i pionowych przecinamy siatka n prostych poziomych i n prostych
pionowych oraz zaznaczamy n? punktéw uzyskanych w przecieciu. Wéwczas
kazdy dobry prostokat jest wyznaczony przez dwie proste poziome i dwie
pionowe, a zarowno dwie proste poziome, jak i dwie pionowe mozna wybraé

1

na 5n(n—1) sposobéw, co tacznie daje %nQ(n— 1)? dobrych prostokatéw.

Odpowied: Szukana liczba prostokatéw jest réwna tn?(n—1)2.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalezé w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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