LXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego

21 lutego 2014 r. (pierwszy dzien zawodow)
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1. Dane sg takie dodatnie liczby catkowite x i y, ze liczba — + v
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jest catkowita. Udowodnié, ze liczba — jest calkowita.

2. Rézne punkty A, B i C leza w podanej kolejnoéci na jednej
prostej. Punkt D lezy na symetralnej odcinka BC' w odlegtosci h >0
od tego odcinka. Niech r oznacza promien okregu wpisanego w tréj-
kat ABD, a R — promien okregu o srodku lezacym poza trdojkatem
ACD, stycznego do odcinka C'D oraz stycznego do prostych AC i AD.
Wykazaé¢, ze h=r+ R.

3. Dla kazdej liczby catkowitej n > 1 wyznaczy¢ najmniejsza war-
tosé wielomianu

Wh(z) =22+ 222" 4322 2+ ..+ (2n—1)2% + 2nx

okreslonego na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodow lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.
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4. W rozgrywkach ligi pitkarskiej wzieto udzial 2n druzyn (n > 2)
i odbylo si¢ 2n —1 kolejek. W kazdej kolejce kazda druzyna rozegrata
jeden mecz. Dowolne dwie druzyny spotkaty sie ze soba podczas roz-
grywek w doktadnie jednym meczu. Ponadto w kazdym meczu jedna
druzyna byta gospodarzem, a druga — gosciem.

Druzyne nazwiemy podrozujgcq, jezeli w dowolnych dwdéch sasied-
nich kolejkach byta ona raz gospodarzem i raz gosciem. Udowodnié, ze
istnieja co najwyzej dwie druzyny podroézujace.

5. Okregi 01 i 09, styczne do pewnej prostej odpowiednio w punk-
tach A i B, przecinaja sie w punktach X i Y, przy czym punkt X lezy
blizej prostej AB niz punkt Y. Prosta AX przecina okrag oo w punk-
cie P r6znym od X. Styczna do okregu oo w punkcie P przecina prosta
AB w punkcie Q. Wykazaé, ze XY B=<IBY Q.

6. Liczbe catkowita n nazwiemy dobrg, jezeli istnieje taka liczba
pierwsza p, ze liczba n jest podzielna przez p, ale nie przez p?. Dowies¢,
ze wéréd liczb 1, 2, 3, ..., 102 liczby dobre stanowia co najmniej 99%.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodow lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystacé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.



