LXYV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

21 lutego 2014 r. (pierwszy dzien zawod6w)
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Zadanie 1. Dane sg takie dodatnie liczby calkowite z iy, ze liczba r Yy jest
y T

catkowita. Udowodnié, ze liczba r jest catkowita.
Y

Rozwigzanie 9 9

Wprowadzmy oznaczenia a=— oraz b="—. Na mocy warunkéw zadania
x

suma a+b jest liczbg catkowita. Ilogézyn ab=xzy rowniez jest liczba catkowita.
W konsekwencji tréjmian kwadratowy W (z)=(z—a)(z—b)=2%—(a+b)z+ab
ma wspdlezynniki catkowite, a jego pierwiastkami sa liczby wymierne a i b.

7 twierdzenia o wymiernych pierwiastkach wielomianu wynika teraz,
ze mianownik utamka nieskracalnego wyrazajacego liczbe a jest dzielnikiem
wspolezynnika wielomianu W (x) przy najwyzszej potedze zmiennej. Jednak
wspoélezynnik przy potedze 22 wynosi 1, czyli rozwazany mianownik takze
jest réwny 1. Wobec tego liczba a jest catkowita.

Zadanie 2. Roézne punkty A, B i C leza w podanej kolejnosci na jednej prostej.
Punkt D lezy na symetralnej odcinka BC' w odlegtosci h >0 od
tego odcinka. Niech r oznacza promien okregu wpisanego w trojkat
ABD, a R — promien okregu o $rodku lezgcym poza tréjkatem
ACD, stycznego do odcinka C'D oraz stycznego do prostych AC
i AD. Wykazaé, ze h=r-+ R.

Rozwigzanie

A

Niech o1, 09 i 03 oznaczaja okregi wpisane w kat BAD o promieniach
odpowiednio r, R i %h (rys. 1); w tresci zadania mowa jest o okregach o0 1 0s.
Oznaczmy ponadto srodek odcinka BC' litera M, a punkty stycznosci okregdéw
01, 02, 03 do prostych AC, AD, BD, CD literami od F do L tak jak na rys. 1.
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Odcinek DM jest prostopadty do prostej AC', stycznej do okregu o3, i ma
dtugosé h, rowna Srednicy tego okregu. Zatem odcinki stycznych do okregu os
poprowadzonych z punktow M i D maja jednakowe dtugosci. Uzyskany w ten
sposéb zwigzek M K = DL dowodzi, ze

AK =AL=}(AK+AL)=1(AM+MK+AD-DL)=(AM+AD).

Korzystajac z zalezno$ci AG=AE, BE=BF i DF = DG obliczamy, ze
AE=AG=1(AB-BE+AD-DG)=3(AB+AD-BF-DF)=%(AB+AD-BD).
Podobnie réwnoéci AJ=AH, CH=CI oraz DI = DJ prowadzg do wniosku,
ze AH = %(AC—FAD—&—C’D). Stad w my$l zwigzku BD = CD otrzymujemy
AE+AH =} (AB+AD)+1(AC+AD)=1(AB+AC)+AD=AM+AD =2AK.

ip R
7 réwnosci stosunkow ﬁ = X—K = 1= tg %%(BAD uzyskujemy wiec
h=2AKtg39BAD = (AE+AH)tg3¥BAD =r+R.

Zadanie 3. Dla kazdej liczby calkowitej n > 1 wyznaczyé najmniejsza wartosé
wielomianu

Wi (z) =2 +22°" " 432> 2 4. .+ (2n—1)z° 4 2nx
okreslonego na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie
Wielomian W, (z) jest suma nastepujacych wielomianow:
xQn +2x2n—1 _|_.,L.2n—2 — (x‘i‘ 1)2 _I.Zn—27
22272 4 4?13 42274 = (p4-1)2 . 2224,
31,27174 _‘_61,27175 _1_3:1:27176 — ($+ 1)2 _31,271767

Stad otrzymujemy tozsamosé

Wo(z)=(z+1)2[z?" 2 42224 4+ 327" 0 4.+ (n—1)2% +n] —n,
w ktérej czynnik (x+1)? jest liczba nieujemna, réwna zeru jedynie dla x=—1,
a czynnik stojacy w nawiasie kwadratowym jest liczba dodatnia, gdyz jest on
suma n—1 liczb nieujemnych i liczby dodatniej. Zatem W, (x) >W,(—1)=—n
dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Odpowiedz: Szukana najmniejsza warto$¢ wynosi —n.
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Zadanie 4. W rozgrywkach ligi pitkarskiej wzigto udzial 2n druzyn (n>2) i od-
byto sie 2n —1 kolejek. W kazdej kolejce kazda druzyna rozegrata
jeden mecz. Dowolne dwie druzyny spotkaly sie ze sobg podczas roz-
grywek w doktadnie jednym meczu. Ponadto w kazdym meczu jedna
druzyna byta gospodarzem, a druga — gosciem.

Druzyne nazwiemy podrozujgcg, jezeli w dowolnych dwdéch sasiednich
kolejkach byta ona raz gospodarzem i raz gosciem. Udowodnié, ze
istnieja co najwyzej dwie druzyny podrézujace.

Rozwigzanie

Zalézmy, ze istnieja dwie druzyny podrézujace, ktore w pierwszej kolejce
byly gospodarzami. Wtedy w drugiej kolejce byty one gosémi, w trzeciej —
znéw gospodarzami, w czwartej — gosémi, itd. W kazdej kolejce obie druzyny
byly wiec gospodarzami albo obie byly go$émi. Jednoczesnie zas w kolejce,

w ktorej druzyny te rozegraly ze soba mecz, jedna z nich byla gospodarzem,

a druga — gosciem. Otrzymalidémy sprzecznosc.

Zatem wérod gospodarzy w pierwszej kolejce tylko jedna druzyna moze
by¢ podrézujaca. Podobnie dowodzimy, ze wérdod gosci w pierwszej kolejce
moze istnie¢ co najwyzej jedna druzyna podrézujaca. Wynika stad teza.

Zadanie 5. Okregi 01 i 02, styczne do pewnej prostej odpowiednio w punktach
A i B, przecinaja si¢ w punktach X i Y, przy czym punkt X lezy
blizej prostej AB niz punkt Y. Prosta AX przecina okrag o2 w punk-
cie P réznym od X. Styczna do okregu o2 w punkcie P przecina
prosta AB w punkcie Q. Wykazaé, ze XY B=<JBYQ.

Rozwigzanie




Z twierdzenia o kacie pomiedzy styczna a cieciwa otrzymujemy (rys. 2)

(1) JAYX=4XAB, IBYX=<XBA oraz $BYP=<PBQ.

Dodajac stronami pierwsze dwie spoéréd réwnosci (1) dostajemy

(2) JAYB=180°-JAXB=<4BXP=<<BYP.

Stad, na mocy trzeciej z réwnosci (1) i zwiazku QB = QP, uzyskujemy
JAY P =29BY P=24PBQ =180° — SAQP.

Wobec tego punkty A, Y, P i @ leza na jednym okregu. W rezultacie

(3) JAY X =4XAB=<94PAQ =4PYQ.

Zaleznosci (2) i (3) prowadza teraz do wniosku, ze

IXYB=9AYB—-JAY X =4BYP—-4PYQ=4BYQ.

Zadanie 6. Liczbe calkowita n nazwiemy dobrg, jezeli istnieje taka liczba pierw-
sza p, ze liczba n jest podzielna przez p, ale nie przez p?. Dowiedé, ze
wéréd liczb 1, 2, 3, ..., 10'? liczby dobre stanowia co najmniej 99%.
Rozwigzanie
Niech S oznacza zbiér wszystkich tych dodatnich liczb catkowitych nie
przekraczajacych 102, ktére nie sa dobre. Wéwcezas w rozkladzie dowolnej
liczby ze zbioru S na czynniki pierwsze wszystkie liczby pierwsze wystepuja
z wyktadnikami wiekszymi od 1.
Kazdej liczbie ze zbioru S przyporzadkujmy dodatnia liczbe catkowita
w nastepujacy sposob: jezeli liczba s € S ma rozklad na czynniki pierwsze
postaci pi*-p32-...-pp*, to liczbie s przypisujemy liczbe phrphe .. .-pZ’“, gdzie dla
1=1,2,...,k liczba b; jest najwieksza liczba calkowitg nie przekraczajaca %ai.
Na mocy okredlenia zbioru S wyktadniki aq, as, ..., ar sa réwne co najmniej 2,
wiec wyktadniki by, ba, ..., by sa dodatnie. W efekcie liczba przyporzadkowana
liczbie s ma te same dzielniki pierwsze, co liczba s.

Liczbie s=p]'-p3?-...-pp* przyporzadkowana jest liczba nie wigksza niz
p%al -]02%(12 -...-p%ak = /s, czyli nie przekraczajaca 10°. Zbadamy teraz, ilu
roznym elementom zbioru S moze by¢ przyporzadkowana ta sama liczba.

Elementy zbioru S, ktéorym przypisana jest dodatnia liczba catkowita
t<10° o rozkladzie t=¢S*-g5?-...-¢Sm, maja postaé iloczynu ¢ -¢$2 .. .- qdm,
w ktérym wyktadnik d; jest jedng z liczb 2¢;, 2¢j+1 dla j=1,2,...,m. Kazdy
z wyktadnikéw dy, do, ..., d,, mozna niezaleznie wybra¢ na dwa sposoby.
Zatem istnieje 2™ iloczynéw tej postaci; niektére moga byé wieksze od 102
Ponadto m <7, gdyz liczba majaca wiecej niz 7 réoznych dzielnikéw pierwszych
wynosi co najmniej 2-3-5-7-11-13-17-19=9699690 > 10°. Wobec tego liczba, t
jest przyporzadkowana co najwyzej 27 elementom zbioru S.

W rezultacie zbiér S ma nie wiecej niz 27-10°=0,000128-10'2 elementéw.
Stad wéréd liczb 1, 2, 3, ..., 10'2 liczby dobre stanowig co najmniej 99, 9872%.
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