LXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

8 kwietnia 2014 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Dane sg wzglednie pierwsze liczby catkowite k,n>1. Na tablicy
napisano w pewnej kolejnosci wszystkie dodatnie liczby catkowite nie
przekraczajace k+n. Ruch polega na zamianie miejscami dwéch liczb
roznigcych sie o k albo o n. Dowies¢, ze mozna wykonaé ciag ruchéw,
ktory doprowadzi liczby na tablicy do kolejnosci 1, 2, ..., k+n—1, k+n.

2. Dane sa takie liczby catkowite k> 2, n>1 oraz liczby calkowite
a1,a9,...,a 1 bl,bg,...,bn, ze 1<a1<as<...<ap<by<by<...<b,.
Wykazaé, ze jezeli

a1+a2+...+ak>bl—|—b2+...+bn,

to
ar-Qs-...-ag >by-ba-...-by,.

3. Czworoscian ABCD o Scianach ostrokatnych jest wpisany
w sfere o srodku O. Prosta przechodzaca przez punkt O i prostopadta
do plaszczyzny ABC przecina dang sfere w punkcie D’ lezacym po
przeciwnej stronie plaszczyzny ABC niz punkt D. Prosta DD’ prze-
cina ptaszczyzne ABC w punkcie P lezacym wewnatrz trojkata ABC.
Udowodnié, ze jezeli YAPB =29ACB, to YADD' = <BDD'.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodow lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.
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9 kwietnia 2014 r. (drugi dzien zawoddéw)

4. Niech @4 oznacza zbiér dodatnich liczb wymiernych. Znalezé
wszystkie funkcje f: Q4 — Q4 speliajace dla kazdej liczby catkowitej
n>1 i kazdej liczby wymiernej ¢ >0 warunek

U f(f(@)--)) = fng).
N————

n

5. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych x, y
speliajacych réwnanie
2 417 =yt

6. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt D jest spodkiem wysoko-
Sci opuszczonej z wierzchotka A, a punkty M i N sg rzutami prostokat-
nymi punktu D odpowiednio na boki AB i AC. Proste M N oraz AD
przecinaja okrag opisany na trojkacie ABC odpowiednio w punktach
P, Q oraz A, R. Dowies¢, ze punkt D jest Srodkiem okregu wpisanego
w trojkat PQR.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodow lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.



