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Zadanie 1. Dane sg wzglednie pierwsze liczby calkowite k,n > 1. Na tablicy na-
pisano w pewnej kolejnosci wszystkie dodatnie liczby catkowite nie
przekraczajace k+n. Ruch polega na zamianie miejscami dwéch liczb
réznigcych si¢ o k albo o n. Dowied¢, ze mozna wykonaé ciag ruchéw,
ktéry doprowadzi liczby na tablicy do kolejnosci 1,2,...,k4+n—1,k+n.

Rozwigzanie

Wykazemy, ze dla kazdej kolejnoéci liczb na tablicy i dowolnej pary p, g
spoérod tych liczb istnieje ciag ruchéw, w wyniku ktérego liczby p i q zostaja
zamienione miejscami, a wszystkie pozostate liczby zachowuja swoje miejsca.

Okreslmy ciag liczb catkowitych aq, as, as, ... wzorami: a; =p oraz
~ fai—k, gdya;>k, .
(1) alH_{ai—i—n, ody a; <k dlai=1,2,3,....

Za pomoca indukcji stwierdzamy, ze kazdy wyraz tego ciaggu jest dodatnia
liczbg calkowita nie wicksza niz k+n. Ponadto dla dowolnego i > 1 liczba
a; —a;+1+mn wynosi 0 albo k+n, a wiec jest podzielna przez k+n.

Przypuéémy, ze pewne dwa wyrazy rozwazanego ciggu sa réwne: as = ay,
przy czym s <t. Wtedy dodajac liczby a;—a;41+n dlai=s,s+1,s4+2,...,t—1
otrzymujemy liczbe (t—s)n podzielna przez k+n. Liczby n i k+n sa wzglednie
pierwsze, czyli roznica t— s musi by¢ podzielna przez k+n. Stad wniosek, ze
w ciagu a1, as, as, ..., apy+n kazda zliczb 1, 2, 3, ..., k4+n wystepuje doktadnie
raz. Zatem a, = q dla pewnego wskaznika r € {1,2,....k+n—1,k+n}. Co
wiecej, zadne dwie z liczb aq, ag, as, ..., a, nie sa réwne.

Na mocy wzoru (1) dla dowolnego i > 1 dopuszczalny jest ruch a;<a;11
zamieniajacy miejscami liczby a; oraz a;y1. Bezposrednio sprawdzamy teraz,
ze do zadanej zamiany miejscami liczb ay =p i a, = q prowadzi ciag ruchow

ap<az, az<>az, az3<a4, ..., Ar_320r-2, ar-220r_1, GQr_1<70r,
Ar—220r—1, Gr_370r—2, ..., 0A35704, 0a2<>03, a1>02.

Wreszcie dla danej poczatkowej kolejnosci liczb na tablicy wykonajmy
kolejno dla d=1,2,3,...,k+n—1 ciag ruchéw zamieniajacy liczbe d z aktualna
d-ta liczba na tablicy (o ile ta ostatnia jest rézna od d), uzyskujac w rezultacie
sytuacje, w ktorej pierwszymi d liczbami na tablicy sa liczby 1, 2, 3, ..., d.
Wéwezas doprowadzimy ostatecznie wszystkie liczby do kolejnosci rosnace;j.
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Zadanie 2. Dane sg takie liczby calkowite k >2, n > 1 oraz liczby calkowite
ai,az,...,0k i bl,bg,...,bn, ze 1<a1<aa<...<ap<b1<ba<...<bn.
Wykazaé, ze jezeli

(1) ar+az+...+ax>bi+ba+...+ by,
to
ai-as-...-ag >by-ba-...-by.
Rozwigzanie
WprowadZmy oznaczenie f(u)= ¥u dla u=2,3,4,.... Udowodnimy, ze
(2) fw) > f(w+1) dla kazdego w > 3.
w+1 t+1

Bezposrednie wymnozenie wskazuje, ze < —~ dla 0<t<w. Zatem

w w—1 w—2 w—3 432
Na mocy zaleznosci (r+1)2 <2r? dla r>1++/2 prawa strona zwiazku (3) jest

w+1\*Y w4+l [fw+l w w—-1 w-—2 54 3\ (w+1)?
o (52 < -

w w 2w

w
. . (wt . . . o -
mniejsza od w. W efekcie <> < w, co jest réwnowazne nieréwnosci (2).
w

Poniewaz by >4, wigc z zaleznosci (2) i zwiazku f(2)= f(4) otrzymujemy
flai)) = f(by) dlai=1,2,....k oraz  f(b1)> f(b;) dlaj=1,2,...,n.
W mysl okreslenia funkcji f powyzsze nieréwnosci mozna zapisa¢ w postaci
a; > f(b)% dlai=1,2,....k oraz f(b))¥” >b; dlaj=1,2,...,n.
Stad za$, po wymnozeniu stronami i skorzystaniu z warunku (1), uzyskujemy
a1 ...-ap > fby)tazttan 5 g(p ybrfbatetbn 55, py . b,

Zadanie 3. Czworoécian ABCD o $cianach ostrokatnych jest wpisany w sfere
o érodku O. Prosta przechodzaca przez punkt O i prostopadta do
ptaszczyzny ABC przecina dang sfere w punkcie D’ lezacym po prze-
ciwnej stronie plaszczyzny ABC niz punkt D. Prosta DD’ przecina
plaszczyzne ABC w punkcie P lezagcym wewnatrz tréjkata ABC.
Udowodnié, ze jezeli SAPB =2JACB, to SADD' =<BDD’.

Rozwigzanie

Prosta OD’ przecina plaszczyzne ABC pod katem prostym w punkcie S
bedacym $rodkiem okregu opisanego na trdjkacie ostrokatnym ABC' (rys. 1).
Punkt S lezy wiec wewnatrz tego trojkata, a ponadto z réwnosci

JAPB =29ACB=<ASB
wynika, ze punkty A, B, P i S leza na jednym okregu. W konsekwencji
(1) ISAP =<SBP.

Rozwazmy teraz obrét wokot prostej OD’ o kat <ASB. Przeprowadza on
pélprosta AS™ na pélprosta BS~. Zatem na mocy zaleznosci (1) obrét ten
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przeksztalca polprosta AP~ na polprosta BP~, skad otrzymujemy zwiazek
(2) IPAD'=<4PBD'.

Niech prosta AP przecina dang sfere ponownie w punkcie ). Punkty
A, Q, D i D' leza na jednej sferze, a takze na jednej plaszczyznie, gdyz
odcinki AQ i DD’ przecinaja sie w punkcie P. Wobec tego wymienione cztery
punkty leza na jednym okregu. Co wiecej, tréjkaty prostokatne ASD’ i QSD’
sa przystajace, czyli tréjkat AD'Q jest réwnoramienny. W rezultacie
(3) JADD' = SAQD' = 4PAD’.

Podobnie dowodzimy réwnosci $BDD’' =<PBD’. Laczac ja z zaleznoéciami
(2) i (3) uzyskujemy teze zadania.

rys. 1

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢é w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



LXYV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

9 kwietnia 2014 r. (drugi dzien zawodow)

Zadanie 4. Niech Q4 oznacza zbiér dodatnich liczb wymiernych. Znalez¢ wszyst-
kie funkcje f: Q4+ — Q+ spelniajace dla kazdej liczby catkowitej n>1
i kazdej liczby wymiernej ¢ > 0 warunek

(1) UGG (@)--)) = f(ng).
—_— —

n
Rozwigzanie

Dla dowolnych warto$ci m>11ir € Q4 korzystajac z warunku (1) kolejno
dlan=2miqg=r,dlan=miqg=r oraz dla n=m+1 i ¢=mr otrzymujemy

f@mr)=f(f(..f(f(r)..))=FFC G S r).0)) ) =

(2) 2m m m
=S ff(f(mr)))...)) = f((m+1)mr).
————
Zapiszmy teraz dowolnie wybrany element s € Q4 w postaci ilorazu s :%
liczb caltkowitych a i b wigkszych od 1. Wéwcezas na podstawie zwiazku (2)
dlam=b—-1ir= ﬁ oraz dlam=a—1ir= 2a=1) uzyskujemy

£(s) =f(2<b—1>-%(;”_1)) =f(b<b—1>-2b(;”_1)) —(3)-
:f(a(a—l)-z(al_l)) :f<2(a—1)- 2(a1_1)) — F(1).

W rezultacie f jest funkcja stala. Rzecz jasna funkcje state maja wlasnosé (1).

Odpowiedz: Szukanymi funkcjami sa wszystkie funkcje stale.

Zadanie 5.  Wyznaczyé wszystkie pary dodatnich liczb calkowitych z, y spelnia-
jacych réwnanie
2" +17=y".

Rozwigzanie
Z tozsamosci a* —b*= (a—b) (a3 +a?b+ab®+b3) dla a=y* i b=2% wynika,
ze liczba a* —b* =46 — 167 jest podzielna przez a —b=y* — 2% =17. Inaczej
moéwige, liczby y'¢ i 16% dajg jednakowe reszty z dzielenia przez 17.
Wymnazajac nawiasy w wyrazeniu 16” = (17—1)* stwierdzamy, ze przy
dzieleniu przez 17 liczba 16” daje reszte 1, gdy x jest liczbg parzysta, albo
reszte 16, gdy x jest liczbag nieparzysta. Z kolei w mysl maltego twierdzenia
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Fermata liczba y'¢ daje przy dzieleniu przez 17 reszte 0 lub 1. Zatem x jest

liczba parzysta.
Wobec tego prawdziwy jest rozktad

17=y" —2% = (y? = 2%/2)(y* +27/?),

w ktérym czynniki sa dwiema réznymi liczbami caltkowitymi, a drugi czynnik
jest dodatni i wiekszy od pierwszego. Liczba pierwsza 17 ma tylko jeden taki
rozklad: 17=1-17. Stad y?>—2%/2=1192+2%/2=17, czyli 2°/2=8 i y*>=9. Tak
otrzymane liczby =6 i y =3 spelniaja warunki zadania: 26 +17 =81 =34,

Odpowiedz: Jedyna para o zadanych wtasnosciach sa liczby x =61 y=3.

Zadanie 6.

Rozwigzanie

W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt D jest spodkiem wysokosci
opuszczonej z wierzchotka A, a punkty M i N sa rzutami prostokat-
nymi punktu D odpowiednio na boki AB i AC'. Proste M N oraz AD
przecinaja okrag opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach
P, Q oraz A, R. Dowiesé, ze punkt D jest sSrodkiem okregu wpisanego
w trojkat PQR.

rys. 2

Rozpoczniemy od wykazania, ze punkt A jest érodkiem tuku PQ okregu o
opisanego na tréjkacie ABC' (rys. 2).



Punkty M i N leza na okregu o érednicy AD, skad otrzymujemy
(1) JANM = JADM =90° —4<DAB = JABC.
Niech z kolei O oznacza $rodek okregu o. Wéwczas
(2)  INAO=1(180°—SAOC)=1(180° —24ABC) =90° — $ABC.
Laczac zwiazki (1) i (2) dostajemy réwnosé AN M +<INAO=90°. W efekcie
proste AO i M N sa prostopadle, co dowodzi zapowiedzianego stwierdzenia.
Skoro tréjkat PAQ jest réwnoramienny, wiec YAPM =JYAQP=<YABP.
Zatem trojkaty AM P i APB sa podobne. Trojkaty prostokatne AMD i ADB
takze sg podobne. Z podobienstw tych uzyskujemy zaleznosci

AP?*=AM-AB=AD".
W konsekwencji réwniez trojkat PAD jest réwnoramienny. Wobec tego
$DPQ=YAPD—JAPQ=3(180° — $PAD)— $(180° — $PAQ) =
= 3($PAQ - SPAD) = ;9RAQ = } SRPQ,

czyli punkt D lezy na dwusiecznej kata RP(@). Na mocy poczatkowego stwier-
dzenia lezy on tez na dwusiecznej kata PR(Q. Wynika stad teza zadania.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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