LXVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria (1 wrze$nia 2014 r. — 30 wrzesnia 2014 r.)

1. Dane sa takie liczby catkowite a, b i ¢ rézne od zera, ze liczba

a b c
— _|_ — _|_ —
b ¢ a
jest catkowita. Wykazaé, ze iloczyn abc jest szeScianem liczby catko-

witej.

2. Dodatnie liczby catkowite z1, xo, ..., x, spelniajg warunek
T14+To+...+x, =5<2n.
Udowodnié, ze kazda liczba ze zbioru {1,2,...,s} jest suma pewnych
sposrod liczb xq, a9, ..., x,.

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita n>1, ze liczba

7{/\/§+1+7\l/\/§—1

jest wymierna.

4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB# AC'. Punkty
FEi F sa spodkami wysokoéci tego trojkata opuszczonych odpowiednio
z wierzchotkéw B i C. Punkty M i N sa $rodkami odpowiednio odcin-
kow BC'i EF, a punkt @) jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
AMN. Dowiesé, ze proste AQ) i BC' sa rownolegte.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdéiniej dnia

30 wrzesnia 2014 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie poz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.

Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adre-
sem elektronicznym oraz klasq, nazwg 1 adresem szkoty.



LXVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

IT seria (1 pazdziernika 2014 r. — 3 listopada 2014 r.)

5. Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych = i y rownanie
=223 o =yt + 3y +y.

6. Dany jest trojkat ABC', w ktérym kat przy wierzchotku C' jest
prosty. Punkt D jest spodkiem wysokosSci opuszczonej z wierzchotka C|
a okrag wpisany w dany trdjkat jest styczny do bokéw AB i AC od-
powiednio w punktach F i F'. Wykazac, ze punkt przecigcia wysokosci
tréjkata AEF jest $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ACD.

7. Dany jest czworoscian ABC D. Ptaszczyzna przechodzaca przez
punkty stycznosci sfery s wpisanej w ten czworoScian ze Scianami
ABD, BCD i ACD przecina krawedzie AD, BD i CD odpowiednio
w punktach A’, B’ i C’. Udowodnié, ze $rodek sfery wpisanej w czwo-
roScian A'B'C’'D lezy na sferze s.

8. Dla kazdej liczby calkowitej n > 2 wyznaczy¢ najmniejsza liczbe
catkowita k o nastepujacej wlasnodci:

Wéréd dowolnych k réznych podzbioréw zbioru {1,2,...,n} maja-
cych parzysta liczbe elementow istniejg dwa rézne podzbiory, ktorych
czes¢ wspolna ma parzysta liczbe elementéw.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdéiniej dnia

3 listopada 2014 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie poz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.

Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adre-
sem elektronicznym oraz klasq, nazwg 1 adresem szkoty.



LXVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

III seria (4 listopada 2014 r. — 1 grudnia 2014 r.)

9. Nieujemne liczby rzeczywiste z1, xa, ..., T, (n>2) spelniaja
rownos¢ x1+xo+...+x, =1. Udowodnié, ze
max{xy,To,...,Tn}- <1+2 Z min{xi,xj}> > 1.
1<i<j<n
10. Dane sg takie dodatnie liczby catkowite a, b, ci d, ze dla kazdej
liczby naturalnej n liczba an+b jest podzielna przez liczbe cn+d.
Wykazaé, ze istnieje liczba naturalna k, dla ktorej a =kc i b=kd.

11. Dany jest trojkat ABC, w ktorym BC < CA < AB. Okrag
wpisany w ten trdjkat jest styczny do bokéw BC, C'Ai AB odpowied-
nio w punktach D, E'i F', a punkty K, L i M sa srodkami odpowiednio
bokéw BC, CA i AB. Proste DE i KL przecinaja si¢ w punkcie P,
a proste DF' i KM — w punkcie (). Dowies¢, ze punkty A, P i Q) leza
na jednej proste;j.

12. Na ptaszczyznie zaznaczono wierzchotki 2014-kata foremnego.
Dwaj gracze na przemian dorysowujg nowy bok albo nowa przekatna
tego wielokata. Gracz przegrywa gre, jezeli po jego ruchu dla kazdego
wierzchotka v dowolne dwa sposréd pozostatych wierzchotkow mozna
potaczy¢ tamang ztozona z narysowanych odcinkéw, nie przechodzaca
przez wierzchotek v. Rozstrzygnaé, ktory z graczy — rozpoczynajacy
gre czy jego przeciwnik — ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wiasciwego terytorialnie dla szkoly, najpéziniej dnia

1 grudnia 2014 r.

(decyduge data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.

Rozwigzanie kazdego zadania maleZy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adre-
sem elektronicznym oraz klasq, nazwg 1 adresem szkoly.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej
e Dla wojewddztwa pomorskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

e Dla wojewoddztwa $Slaskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

e Dla wojewddztwa matopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Jagiellonskiego, ul. L.ojasiewicza 6, 30-348 Krakow.

e Dla wojewodztwa lubelskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Zaklad Rachunku Prawdopo-
dobienstwa pok. 810, Instytut Matematyki Uniwersytetu Marii Curie-Sktodow-
skiej, pl. Marii Curie-Sktodowskiej 1, 20-031 Lublin.

e Dla wojewodztwa tddzkiego i §wietokrzyskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Lodzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 L.6dz.

e Dla wojewodztwa wielkopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.
e Dla wojewddztwa podkarpackiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Katedra Matematyki Poli-
techniki Rzeszowskiej, al. Powstancéw Warszawy 8, 35-959 Rzeszéw.

e Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Szczecinskiego, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

e Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

e Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Pol-
skiej Akademii Nauk, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

e Dla wojewoddztwa dolnoslaskiego i opolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uni-
wersytetu Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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