LXVI Olimpiada Matematyczna

Rozwiazania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(1 wrzesnia 2014 r. — 1 grudnia 2014 r.)

Zadanie 1. Dane sg takie liczby catkowite a, b i c rézne od zera, ze liczba

a b ¢

1 e 7, °

(1) b + c + a
jest catkowita. Wykazaé, ze iloczyn abc jest szescianem liczby catko-

witej.
Rozwigzanie

Nalezy dowieéé, ze kazda liczba pierwsza p wchodzi do rozktadu iloczynu
abc na czynniki pierwsze z wyktadnikiem podzielnym przez 3. Niech wiec x, y
i z beda wyktadnikami, z jakimi liczba p wystepuje w rozktadach odpowiednio
liczb a, b i c. Udowodnimy, ze suma s =x+y+ z jest podzielna przez 3.

Oznaczmy sume (1) symbolem k. Mnozac ja przez abc otrzymujemy
(2) a’c+b%a+c*b=kabe.

Liczba pierwsza p pojawia sie w rozkladach trzech sktadnikéw lewej strony
zaleznosci (2) z wykltadnikami réwnymi kolejno 2x+z, 2y+x i 2z+y. Niech m
bedzie najmniejsza wartoscia wsrod tych trzech wyktadnikow.

Jezeli tylko jeden z tych wykladnikow wynosi m, to jeden sktadnik lewej
strony zwiazku (2) jest podzielny przez p™, ale nie przez p™*+!, a pozostale
dwa sktadniki sa podzielne przez p™*!. Zatem cala lewa strona zaleznosci (2)
jest podzielna przez p™, ale nie przez p™*+!. Prawa strona jest zas$ podzielna
przez p*T¥t* =ps. Stad uzyskujemy nieréwnos$¢ m > s i sprzecznosé, gdyz

3s=3(z+y+z) = (2z+2)+ 2y+z) + (22+y) > m+ (m+1)+ (m+1) > 3m.

Wobec tego pewne dwie z liczb 2z+z, 2y+x i 2z+y sa réwne (liczbie m).
Przyjmijmy, bez szkody dla ogdlnosci dowodu, ze 2x+2z=2y+x. Wtedy liczba

s=x+y+z=r+y+z—2z+2)+2y+x)=3y

jest podzielna przez 3, co nalezalo wykazaé.

Zadanie 2. Dodatnie liczby calkowite x1, x2, ..., T, spelniajg warunek
(1) T1+Ta+...+Tn=5<2n.
Udowodnié, ze kazda liczba ze zbioru {1,2,...,s} jest suma pewnych
sposréd liczb x1, x2, ..., Tn.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dowdd przez indukcje ze wzgledu na warto$é liczby n.

Dla n=1 teza zadania jest prawdziwa, poniewaz wéwczas r1 =s=1.

Przechodzac do kroku indukcyjnego wybierzmy dowolng liczbe catkowita
n>1, dla ktérej teza zadania jest stuszna po zastapieniu liczby n liczbg n—1.

1



Zalozenie indukcyjne orzeka wiec, ze dla kazdego uktadu n—1 dodatnich liczb
catkowitych o sumie réwnej t < 2n —2 wszystkie liczby ze zbioru {1,2,...,t}
mozna zapisa¢ w postaci sumy pewnych liczb danego uktadu.

W celu wykazania tezy indukcyjnej rozpatrzmy dowolne dodatnie liczby
catkowite x1, 2, ..., x, spelniajace warunek (1). Niech m bedzie najwigksza
wartoscig wsrdd tych n liczb. Jezeli m=1, to kazda z nich wynosi 1, a wtedy
na podstawie zwiazku n > 1 dostajemy s—m=n—1<2n—2. Jezeli natomiast
m > 2, to z zaleznosci s < 2n znéw wynika, ze s —m < 2n—2.

Przenumerowujac w razie potrzeby wskazniki mozemy przyjaé, ze x,=m.

Woéwcezas x1, o, ..., Tn_1 sa dodatnimi liczbami catkowitymi o sumie s —m
mniejszej od 2n — 2, czyli zgodnie z zalozeniem indukcyjnym dowolna liczba
ze zbioru {1,2,...,s—m} jest suma pewnych sposrdd liczb z1, za, ..., Tp_1.
Wobec tego sumami pewnych sposrod liczb 1, a2, ..., £p_1, T, sa liczby:
e 1,2 ..., s—m (sumy bez uzycia liczby z,, =m);
e m+1, m+2 ..., s (sumy z uzyciem liczby z, =m),
jak rowniez sama liczba x,, =m. Zatem wszystkie liczby z kazdego ze zbioréw
(2) {1,2,...,s—m} oraz {m,m+1,...,s}
mozna zapisa¢ w postaci sumy pewnych sposréd liczb x4, xo, ..., T,.

Ponadto zbiory (2) pokrywaja razem caly zbiér {1,2,...,s}, gdyz stuszne
sg nierownosci s—m>n—1 oraz m<n. Pierwsza nieréwnos¢ opiera sie bowiem
na spostrzezeniu, ze jej lewa strona s—m=x1+zs+...+,_1 jest sumgn—1
liczb nie mniejszych niz 1; druga zas — na pierwszej oraz na zwiazku s < 2n,
z ktorych otrzymujemy m=s—(s—m)<s—(n—1)<2n—(n—1)=n-+1.

W efekcie kazda liczba ze zbioru {1,2,...,s} jest suma pewnych sposréd
liczb x1, 2, ..., Ty, co konczy indukcje i rozwigzanie zadania.

Zadanie 3. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba calkowita n > 1, ze liczba

W2+t +Pva-1

jest wymierna.
Rozwigzanie
Przypudéémy, ze liczba catkowita n > 1 ma postulowang wtasnosé. Wtedy
z réwnoéci (v2+1)(v/2—1) =1 wynika, ze liczbe wymierna okreslona w tresci

1
adania mozna zapisaé ostaci w=a+ ~, gdzie a= \/V2+1.
Z ZNa Zap W p +a gdz ) V2+
Wykazemy, ze dla k=0,1,2,... liczba b, :ak—i——k jest wymierna. W tym
a

celu zastosujemy indukcje. Liczby by =2 i by =w sa wymierne. Niech z kolei
dla pewnej liczby catkowitej £ > 2 liczby by_o i by_1 beda wymierne. Liczba

1 1 1 1
be=a’+ i <a+ a) (a€1 + W) - <ae2 + aZQ) =wby_1—bp_»

jest wéwczas takze wymierna, co koniczy rozumowanie indukcyjne.
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1
W rezultacie liczba b, =a"+—= (V241)+(v/2—1)=2V/2 jest wymierna.
a
Uzyskana sprzecznos$¢ $wiadczy o niestlusznosci uczynionego przypuszczenia.

Odpowiedz: Taka liczba n nie istnieje.

Zadanie 4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB # AC. Punkty
FE i F sg spodkami wysokosci tego trojkata opuszczonych odpowied-
nio z wierzchotkéw B i C'. Punkty M i N sa $rodkami odpowiednio
odcinkéow BC' i EF, a punkt @ jest érodkiem okregu opisanego na
tréojkacie AMN. Dowiesé, ze proste AQ i BC sa réwnolegte.

Rozwigzanie

Niech D i G beda spodkami wysoko$ci opuszczonych z wierzchotka A

odpowiednio w tréjkatach ABC i AEF (rys. 1).

Poniewaz katy BEC' i BFC sa proste, wiec punkty E i F' leza na okregu
o Srednicy BC'isrodku M. Punkt N jest srodkiem cieciwy EF tego okregu, co
oznacza, ze prosta M N jest prostopadta do prostej E'F’, czyli jest rownolegta
do prostej AG. W konsekwencji punkt M lezy wewnatrz kata GAN oraz

(1) JGAN =180°—SANM.
Czworokat BC'EF jest wpisany w okrag. Stad otrzymujemy zwiazki
JAEF =180° — 4CEF = JABC oraz JAFE=180°—-<YBFE=<YBCA,

ktore wskazuja, ze trojkaty AEF i ABC' sa podobne (cecha kqt-kqt-kqt).
Podobienstwo ¢ odwzorowujace pierwszy tréjkat na drugi jest ztozeniem
symetrii wzgledem dwusiecznej ¢ kata C'AB z jednokladnoscia o srodku A
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iskali AB: AE. Wezmy teraz pod uwage katy GAN i DAM — katy miedzy
wysokoscia a srodkowa przy wierzchotku A odpowiednio w tréjkatach AEF
i ABC'. Podobienstwo ¢ przeksztalca wysokos$é oraz srodkowa w pierwszym
trojkacie odpowiednio na wysokos$¢ oraz srodkowa w drugim; w takim razie
przeksztalca ono pierwszy kat na drugi. Zatem katy te maja jednakowe miary
i mozemy przepisa¢ réwnosé¢ (1) w postaci

(2) IDAM =180° — SAN M.

Ponadto, zgodnie z opisem podobienstwa ¢, katy GAN i DAM — a w slad za
tym pétproste AN~ i AM~ jako ich odpowiednie ramiona — sg symetryczne
wzgledem dwusiecznej £. W efekcie podobienistwo ¢ przeprowadza punkt M,
ktéry lezy wewnatrz kata GAN, na pewien punkt pélprostej AN~ polozony
w kacie DAM . Wobec tego punkt N znajduje sie wewnatrz kata DAM.

rys. 2

Zaznaczmy wreszcie na okregu w, opisanym na trdjkacie AM N, dowolny
punkt P lezacy po przeciwnej stronie prostej AM niz punkty D i N (rys. 2).
Wéwezas prawa strona zaleznosci (2) jest réwna mierze kata AP M. Uzyskany
w ten sposéb zwigzek SDAM = SAPM dowodzi, na podstawie twierdzenia
o kacie miedzy styczna a cieciwa, ze prosta DA jest styczna do okregu w, co
oznacza, ze jest ona prostopadla do jego promienia AQ. Jednoczeénie jest ona
prostopadia do boku BC tréjkata ABC, gdyz zawiera wysokos¢ tego trojkata
opuszczong z wierzchotka A. Proste AQ i BC sa wiec rownolegle.

Zadanie 5. Rozwiazaé¢ w liczbach calkowitych x i y réwnanie
et =22 f o= y4 ~|—3y2 +y.
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Rozwigzanie

Niech L i P oznaczaja odpowiednio lewa i prawg strone danego réwnania.

Zauwazmy tez na wstepie, ze dla dowolnej catkowitej liczby ¢ stuszne sg
zwigzki t2 4+t >0 oraz t> —t > 0.

Dla z=01i dla x=1 zachodzi réwnoéé¢ L=0. Liczba P=y*+2y+ (y%+y)
jest z kolei suma trzech nieujemnych sktadnikéw, przy czym pierwsze dwa sa
rowne zeru jedynie dla y=0. Wobec tego zalezno$¢ P =0 jest spetniona tylko
dla y=0. W rezultacie uzyskujemy dwa rozwiazania (x,y) danego réwnania:
(0,0) i (1,0), a innych rozwiazan z niewiadoma x réwna 0 lub 1 nie ma.

Od tego momentu zakladamy, ze liczba catkowita x jest rézna od 0 i 1.
Prawdziwa jest wiec nieréwnosé z2 —x > 2.

Korzystajac z zaleznoéci 2 —x > 2 i y? —y+4 > 4 otrzymujemy zwiazki
L=x?—2)>—(2?—2)> (2% —2)*—2(2*—2)+1= (2 —2—1)?,
P=(y"+2)" = (y* —y+4) < (y*+2)*.

W konsekwencji réwnoéé¢ L = P moze zachodzi¢ jedynie wtedy, gdy
(22 —z—1)? < (y*+2)%
Obie liczby stojace powyzej w nawiasach pod kwadratami sg dodatnie. Zatem
zalezno$é¢ L = P moze by¢é spelniona jedynie pod warunkiem, ze
(1) P —r—1<y*+2.
Podobnie, tym razem w oparciu o zwiazki 22 —2>2i y?+y >0, dostajemy
L=(2?—2)*—(2*—z)<(2®—2)*—1,
P= 412+ +y—-1)>(y°+1)° - 1.
Analogicznie wynika stad, ze réwno$é L = P jest mozliwa tylko wtedy, gdy
(2) 2?—x >y + 1.

Zwiekszajac obie strony zaleznosci (1) o 1 widzimy, ze warunki (1) i (2)
sa tacznie spelnione jedynie wtedy, gdy
(3) ?—r=y>+2.

Jezeli teraz prawdziwa jest réwnosé L= P, to stuszny jest takze zwiazek (3).

Liczby stojace pod kwadratami w wykorzystanych juz przedstawieniach

L=(2?—2)%— (2% —2) oraz P=+2)?—(y*—y+4)

sg wiec réwne, co prowadzi do zaleznosci

(4) =y —y+4.

Poréwnujac zwiazki (3) i (4) uzyskujemy réwnanie y?+2=1%—y+4, skad y=2.

Ponadto 2% —x=2%2+2=6, czyli =3 lub 2 = —2. Bezposrednio sprawdzamy,

ze dla obu wyznaczonych przed chwila par (z,y) zachodzi réwnosé L= P.
OdpowiedZ: Dane réwnanie ma cztery rozwiazania catkowite (x,y):

(0,0), (1,0), (3,2) oraz (—2,2).
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Zadanie 6. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym kat przy wierzchotku C' jest pro-
sty. Punkt D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C,
a okrag wpisany w dany tréjkat jest styczny do bokéw AB i AC
odpowiednio w punktach F i F. Wykazaé, ze punkt przeciecia wyso-
kosci trojkata AEF jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ACD.
Rozwigzanie
Niech okrag o wpisany w tréjkat AC'D bedzie styczny do bokéw AC
i AD odpowiednio w punktach G i H (rys. 3).

A H ED B
rys. 3

Tréjkaty prostokatne ACD i ABC' sa podobne, gdyz maja wspélny kat
ostry przy wierzchotku A. Podobienstwo odwzorowujace pierwszy trojkat na
drugi przeprowadza: wierzchotki A, C'i D kolejno na wierzchotki A, B i C,
okrag o na okrag wpisany w trojkat ABC, a punkty stycznosci G i H odpo-
wiednio na punkty stycznosci E' i F. Stad otrzymujemy rownosci stosunkdw

AG AC AH AD

AE  AB AF  AC’
ktore zgodnie z twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia Talesa dowodza, ze
proste EG i BC' sa rownolegle oraz proste F'H i C'D sg réwnolegte.

Wobec tego kazda z prostych EG i FH — prostopadtych odpowiednio do
prostych AC' i AB — zawiera wysoko$¢ trojkata AEF oraz przecina styczng
do okregu o pod katem prostym w punkcie stycznosci, czyli przechodzi przez
srodek okregu o. Zatem punkt przeciecia prostych FG i F'H jest jednoczesnie
punktem przeciecia wysokosci trojkata AEF i srodkiem okregu o.

oraz

Zadanie 7. Dany jest czworo$cian ABCD. Plaszczyzna przechodzaca przez
punkty stycznosci sfery s wpisanej w ten czworoscian ze $cianami
ABD, BCD i ACD przecina krawedzie AD, BD i C'D odpowied-
nio w punktach A’, B’ i C’. Udowodnié, ze $rodek sfery wpisanej
w czworoscian A’ B’C’D lezy na sferze s.
Rozwigzanie
Oznaczmy symbolem I $rodek sfery s, a symbolami M, N i P — punkty
jej stycznosci odpowiednio ze $cianami ABD, BC'D i AC'D. Niech nastepnie
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J i K beda punktami, w ktérych odcinek DI przecina odpowiednio sfere s
i plaszczyzne A’ B'C’. Oznaczmy wreszcie literg L rzut prostokatny punktu .J
na Sciane ABD (rys. 4).

D

rys. 4

Udowodnimy, ze $rodkiem sfery wpisanej w czworoscian A’B'C'D jest
punkt J, ktéry na mocy samego okreslenia lezy na sferze s.

W tym celu wykazemy najpierw, ze prosta DI jest prostopadta do plasz-
czyzny A’ B'C’. Istotnie, kazdy z punktéw D oraz I jest jednakowo odleglty od
obu koncéw odcinka M N: punkt D, gdyz DM i DN sa odcinkami stycznych
do sfery s poprowadzonych z jednego punktu; punkt I zas, gdyz odcinki I M
oraz IN sa promieniami sfery s. Stad punkty D oraz I — a w $lad za tym
cala prosta DI — leza na plaszczyznie symetralnej odcinka M N. W efekcie
proste M N i DI sa prostopadte. Podobnie stwierdzamy, ze proste NP i PM
sg prostopadte do prostej DI. Punkty M, N i P wyznaczaja wiec ptaszczyzne
prostopadta do prostej DI, a tego dowodziliSmy.

Zatem odlegto$é punktu J od $ciany A’B’C” czworos$cianu A’ B'C'D jest
rowna JK. Aby dokonczyé rozwiazanie, nalezy udowodnié¢, ze takie same sg
odleglosci punktu J od $cian A’B’'D, B'C’'D oraz A’C’'D. Uzasadnimy to dla
Sciany A’B’D; dla pozostalych dwoch Scian rozumujemy analogicznie.
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Punkt M jest rzutem prostokatnym punktu I na plaszczyzne A’B’D.
W konsekwencji punkt L — bedacy rzutem prostokatnym punktu J, lezacego
na odcinku DI, na te ptaszczyzne — znajduje sie na odcinku DM . Pozostata
czes¢ dowodu rozgrywa sie na plaszczyznie DM I. Tréjkat MI1J jest réwno-
ramienny (IM =1J), a proste M I oraz LJ sa réwnolegle, poniewaz obie sa
prostopadte do prostej DM . Wobec tego

SIIJM =SIMJ=<LJM,

czyli trojkaty prostokatne MK J i M LJ maja przy wierzchotku J katy ostre
o jednakowej mierze. Maja one tez wspdlng przeciwprostokatna M J i w takim
razie sa przystajace, skad uzyskujemy zadany zwiazek J K =JL i teze zadania.

Zadanie 8. Dla kazdej liczby catkowitej n > 2 wyznaczyé najmniejszg liczbe cal-
kowita k o nastepujacej wlasnosci:
Wsréd dowolnych k réznych podzbioréw zbioru {1,2,...,n} maja-
cych parzysta liczbe elementéw istnieja dwa rézne podzbiory, kto-
rych cze$¢ wspdlna ma parzysta liczbe elementdw.

Rozwigzanie

Zbidér o parzystej liczbie elementéw bedziemy krétko nazywaé zbiorem
parzystym, a zbidér o nieparzystej liczbie elementéw — zbiorem nieparzystym.

WprowadZmy ponadto oznaczenie S ={1,2,...,n}.
Niech ¢ bedzie najwieksza liczba nieparzysta nie wigksza niz n. Wezmy
pod uwage ¢ réznych zbioréw powstajacych ze zbioru {1,2,...,¢} po usunieciu

jednego elementu. Kazdy z rozwazanych ¢ zbioréw ma £ —1 elementoéw, czyli
jest zbiorem parzystym. Natomiast cze$¢ wspoélna dowolnych réznych dwéch
sposréd tych £ zbioréw ma £—2 elementéw, a wiec jest zbiorem nieparzystym.
Wskazany w ten sposéb przyktad £ réznych parzystych podzbioréw zbioru S
bez zadanej wtasnosci pociaga za soba nieréwnosé k> £+ 1.

Udowodnimy, ze jest ona w istocie réwnoscia. Inaczej mowiac, wykazemy,

ze szukana najmniejsza warto$¢ wynosi
n, gdy n jest liczba parzysta,
(1) k= { jest liczba p: :
n+1, gdy n jest liczba nieparzysta.

Przypuéémy najpierw, ze sformutowana przed chwilg teza zostala juz
udowodniona dla wszystkich parzystych wartosci n. Niech n bedzie liczba nie-
parzysta. Wowczas n+ 1 réznych parzystych podzbioréw zbioru {1,2,...,n}
traktujemy jak n+1 réznych parzystych podzbioréw zbioru {1,2,...,n,n+1}.
Liczba n+1 jest parzysta, wiec zgodnie z uczynionym przypuszczeniem wsrod
danych n+1 zbioréw istnieja dwa rdzne zbiory o parzystej czesci wspolnej.
To za$ dowodzi stusznoéci tezy takze dla nieparzystych wartosci n.

Pozostaje teraz dowie$é¢ nastepujacego zdania:

Jezeli n jest liczbg parzystg, to wsrod dowolnych réznych
parzystych podzbiorow Ai,As,..., A, CS pewne dwa réine
podzbiory majq parzystq cze$é wspolng.
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Dowdéd bedzie oparty na pojeciu réznicy symetrycznej. Dla dowolnych
zbioréow X1, Xo,..., X,, CS okreslamy réznicg symetryczna X1AXoA ... 20X,
jako podzbidr zbioru S ztozony z wszystkich tych elementow, ktore naleza do
nieparzystej liczby sposréd zbioréw Xi, Xo, ..., X,,. Wykazemy, ze

jezeli zbiory X1, Xo, ..., X, majg odpowiednio x1, X2, ..., T, elementow,

to zbior X =X12Xon ... 0 X, jest parzysty witedy i tylko wtedy, gdy suma

r1+xo+...+x, jest parzysta.
Niech bowiem liczby 1, 2, ..., n naleza odpowiednio do v, y2, ..., Yn zbioréow
wystepujacych w ciggu X1, Xo, ..., X;,. Wowczas dowolna liczba i € S nalezy
do zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy liczba y; jest nieparzysta. W rezultacie
zbior X jest parzysty wtedy i tylko wtedy, gdy liczba nieparzystych sktadni-
kéw sumy y1 +y2 + ...+ ¥y, jest parzysta, czyli gdy cala suma jest parzysta.
Wynika stad zapowiedziane stwierdzenie, gdyz obliczajac dwoma sposobami
liczbe par postaci (Xj,4), w ktérych j € {1,2,...,m} oraz liczba i € S nalezy
do zbioru X, otrzymujemy zaleznosé

T1+To+...+Tm=Y1 +y2+...+Yn.

Przystepujemy do kluczowego kroku rozwiazania. Udowodnimy, ze:

Réznica symetryczna niektorych sposrod zbioréw Ay, Aa, ..., Ay
jest zbiorem pustym. Innymi stowy, istniejq: liczba re{1,2,...,n}
oraz r-elementowy zbior I ={iy,ia,...,i,} CS, dla ktérych

Ay nA A A =1

Przed przejsciem do dowodu zauwazmy, ze na mocy okreslenia réznicy syme-
trycznej zbiér A;, AA;, A ... 2 A; nie zalezy od wyboru kolejnosci wskaznikow
i1, t2, ..., i, 1 W efekcie jest wyznaczony jednoznacznie przez podzbiér I.

Poniewaz zbiory Aq, As, ..., A, sa parzyste, wiec na podstawie wykaza-
nego wyzej stwierdzenia kazdemu z 2™ —1 niepustych zbioréw I C S odpowiada
roznica symetryczna bedaca parzystym podzbiorem zbioru S. Jednak zbiér S
ma mniej niz 2" —1 parzystych podzbioréw — ma mianowicie wiecej niz jeden
podzbiér nieparzysty, w tym n podzbioréw jednoelementowych. Wobec tego
istniejg dwa rézne podzbiory: p-elementowy podzbiér J ={j1,j2,...,5p} C S
oraz g-elementowy podzbioér J'={ji,73,...,j,} C S, ktérym odpowiada taka
sama roznica symetryczna R.

Rozpatrzmy nastepujacy ciag p+ q zbioréw:

(2) Ajyy Ay ooy Agy Agry Ay o Ay

Jp>
Dowolna liczba ze zbioru R nalezy do nieparzystej liczby z poczatkowych
p zbioréw i do nieparzystej liczby z koncowych ¢ zbioréw. Dowolna sposréd
pozostalych liczb ze zbioru S nalezy zas do parzystej liczby z poczatkowych
p zbioréw i do parzystej liczby z koncowych ¢ zbioréw. Zatem réznica syme-
tryczna wszystkich p+q zbioréw (2) jest zbiorem pustym.

Podzielmy wskazniki ze zbioréw J i J' na dwa typy: wskazniki nalezgce
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do obu zbioréw i wskazniki nalezace tylko do jednego z nich. W mysl relacji
J #J' istnieje co najmniej jeden wskaznik drugiego typu. Niech i1, is, ..., i,
oznaczaja wszystkie wskazniki drugiego typu, wypisane jednokrotnie. Zbiory
Aiy, Ay, ...y A; wystepuja jeden raz w ciagu (2), a dla kazdego wskaznika i
pierwszego typu zbiér A; wystepuje dwukrotnie. Po wykresleniu z ciagu (2)
wszystkich powstajacych w ten sposéb par jednakowych zbioréw dostajemy
krotszy ciag zbioréw o takiej samej réznicy symetrycznej. W konsekwencji
AjpAp a8 =Aj 0 A5 045,845 0A AL 0 A =0,

czyli zbiér I ={iy,is,...,i, } ma wlasnos¢ zadana w tezie kluczowego kroku.

Aby wreszcie dokonczy¢ rozwigzanie zbadamy dwa przypadki. Symbole
i1, i2, ..., i, beda nadal oznaczaé takie wskazniki, ze A;, A, 0. 0A; =0.

Przypadek 1. r jest liczba parzysta.

Kazda liczba ze zbioru S, i w szczegélnosci kazda liczba ze zbioru A;,,
nalezy do parzystej liczby ze zbioréw A;,, A;,, ..., A;.. W takim razie dowolna
liczba ze zbioru A;, nalezy do parzystej liczby ze zbiorow

(3) Ai, AiNAy, Ay NAy, ..., AyNA;

i jest to tez prawda dla liczb spoza zbioru A;,, gdyz nie naleza one do zadnego
ze zbioréw (3). W rezultacie réznica symetryczna r zbioréw (3) jest zbiorem
pustym. Réznica symetryczna zbioru parzystego i r—1 zbioréw nieparzystych
jest jednak nieparzysta. Co najmniej jedna sposrod czesci wspolnych A; NA;,
dla j=2,3,...,r jest wigc zbiorem parzystym.

Przypadek 2. r jest liczba nieparzysta.

Wtedy r+#n, poniewaz n jest liczba parzysta. Stad istnieje wskaznik i€ S
rézny od kazdego ze wskaznikéow i1, io, ..., ¢,. Podobnie jak w przypadku 1
wnioskujemy z réwnosci Ay, AA;, A ... 0A; =0, Ze

(AimAil)A(AiﬂAzé)A. ..A(AZ‘QAZ‘T) =0.

Réznica symetryczna r zbioréw nieparzystych jest nieparzysta. Zatem znéw
dla pewnego j € {1,2,...,7} czed¢ wspdlna A;MNA;; jest zbiorem parzystym.

OdpowiedZ: Szukana najmniejsza liczba k jest opisana wzorem (1).

Zadanie 9. Nieujemne liczby rzeczywiste x1, T2, ..., T (n>2) spelniaja réwnosé
r1+x2+...+x, =1. Udowodnié, ze

max{xl,xg,...,xn}~(l+2 > min{xi,ajj}) >1.

1<i<jsn
Rozwigzanie
Wykazemy ogélniejsze stwierdzenie: dla dowolnych nieujemnych liczb
rzeczywistych x1, o, ..., x, prawdziwa jest zaleznosé
(1) max{xl,azz,...,xn}-<2xl+2 Z mln{x“xj}> (14 22+ .. +xn)%

1<i<j<n
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Podstawiajac do niej dwukrotnie warunek xy +xs+...4+x, =1 otrzymamy
wprost teze¢ zadania.

Aby udowodnié¢ zwiazek (1) przedstawmy jego lewa strone L i prawa
strone P w nastepujacy sposob:

n
L:Zmax{a:l,xg,...,mn}-a:i +2 Z max{z1,,..., Ty} -min{x;,z;},

i=1 1<i<j<n
n
= 2 o
P—E xi+22xl~:p3.
i=1 1<i<j<n

W celu wykazania zadanej nieréwnosci L > P wystarczy teraz uzasadnié¢, ze
kazdy sktadnik pierwszej z dwdch sum wystepujacych powyzej w liczbie L jest
nie mniejszy niz odpowiedni skladnik pierwszej z dwéch sum wystepujacych
w liczbie P, oraz postapi¢ analogicznie dla drugich sum.

Pierwszy z opisanych przed chwila krokéw sprowadza sie do zaleznoéci

max{x1,Ta,...,on}-T; > 27 dlai=1,2,...,n,
ktére sa prawdziwe, gdyz w i-tej zaleznosci (i =1,2,...,n) pierwszy czynnik
iloczynu stojacego po lewej stronie jest nie mniejszy niz x;. Z kolei drugi krok
przybiera postaé¢ zwigzkdw
max{zy,Zs,...,2y } -min{x;, x;} > z; -z, dlal1<i<j<n,

ktore rowniez sg stuszne dla dowolnej pary wskaznikéw 1<i<j<n, poniewaz
w kazdym zwiazku pierwszy i drugi czynnik lewej strony sa nie mniejsze niz
odpowiednio wiekszy i mniejszy czynnik prawej strony.

To dowodzi nieréwnosci (1), ktéra — jak wiemy — pociaga za soba teze.

Zadanie 10. Dane sg takie dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ i d, ze dla kazdej
liczby naturalnej n liczba an+b jest podzielna przez liczbe cn+d.
Wykazaé, ze istnieje liczba naturalna k, dla ktorej a=kc i b=kd.
Rozwigzanie
Zgodnie z warunkami zadania, dla kazdego n>1 liczby ecn+d i an+b sa
podzielne przez cn+d, czyli liczba

a(en+d) —c(an+b) =ad—bc
takze jest podzielna przez cn+d. Zatem liczba catkowita ad—bc jest podzielna
przez dowolnie duze liczby naturalne i wobec tego ad —bc=0. Przedstawmy
otrzymany w ten sposob zwiazek ad = bc jako réwnoéé utamkéw

a b

c d

i oznaczmy ich wspdlna wartosé symbolem k. Spelnione sa wigc zaleznosci
a=kc oraz b=kd.

Ponadto w mys$l zalozen zadania dla n=1 liczba a+b=Fk(c+d) jest podzielna
przez c+d. W rezultacie k jest liczba catkowita, co kohczy rozwiazanie.

11



Zadanie 11. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym BC < CA < AB. Okrag wpisany
w ten tréjkat jest styczny do bokéw BC, CA i AB odpowiednio
w punktach D, E'i F, a punkty K, L i M sa srodkami odpowiednio
bokéw BC, CA i AB. Proste DE i KL przecinaja sie¢ w punkcie P,
a proste DF' i KM — w punkcie Q). Dowie$é, ze punkty A, P i Q
lezg na jednej prostej.

Rozwigzanie

Korzystajac z réwnosci AE = AF, BF =BD, CD=CEFE obliczamy, ze

AE=L(AE+AF) = L(AE+CE—CD+AF+BF—BD) = (AC+AB—BC).

Stad i z warunku AB > BC' dostajemy AFE > %AC’:AL. Zatem punkt L lezy
blizej punktu A niz punkt F, a r6znica miedzy obiema odlegloéciami wynosi

(1)  LE=AE—AL=1(AC+AB—BC)—1AC=1(AB—BOQ).

rys. 5

Niech G bedzie punktem przeciecia prostych DE i M L (rys. 5). Poniewaz
proste BC'i ML sa réwnolegle, wiec tréjkaty DCE i GLE sa jednoktadne
wzgledem punktu . Wobec tego zwigzek C' D = CE wskazuje, ze

(2) LG=LE.

Z kolei punkty D i E leza odpowiednio na podstawie BC' i ramieniu C'L
trapezu BC'LM, czyli punkt G znajduje sie na péiprostej M L™ na zewnatrz
trojkata ABC'. Laczac teraz zaleznosci (2) i (1) stwierdzamy, ze

MG=ML+LG=ML+LE=3}BC+1(AB-BC)=1AB=MA.

W konsekwencji trojkat AMG jest réwnoramienny. Ponadto jego ramiona
sg rownolegle do ramion tréjkata rownoramiennego FBD, co dowodzi, ze
rownolegle sg tez podstawy AG i F'D obu rozwazanych tréjkatéw.

Z drugiej strony, proste AL i M G sg rownolegle odpowiednio do prostych
MK i BC. Zatem boki trojkata ALG sa réwnolegte do bokéw tréojkata QK D.
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Stad oba tréjkaty sa jednoktadne lub przystajace, a trzy proste, przechodzace
przez wierzchotek pierwszego trojkata i odpowiadajacy wierzcholek drugiego,
przecinaja sie w jednym punkcie ($rodku jednoktadnosci) lub sa réwnolegte.
Dwie z nich — proste LK i GD — przecinaja sie w punkcie P. W rezultacie
trzecia prosta AQ réwniez przechodzi przez punkt P, co nalezalo wykazaé.

Zadanie 12. Na plaszczyZnie zaznaczono wierzchotki 2014-kata foremnego. Dwayj
gracze na przemian dorysowuja nowy bok albo nowa przekatna tego
wielokata. Gracz przegrywa gre, jezeli po jego ruchu dla kazdego
wierzchotka v dowolne dwa sposréd pozostatych wierzchotkéw mozna
polaczy¢ lamang zlozona z narysowanych odcinkéw, nie przecho-
dzaca przez wierzchotek v. Rozstrzygnaé, ktéry z graczy — rozpo-
czynajacy gre czy jego przeciwnik — ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie

Wierzchotki danego 2014-kata bedziemy krotko nazywaé punktami, jego
boki i przekatne zas — odcinkami (bez wzgledu na to, czy sa narysowane).

Uktad odcinkéw nazwiemy: ukoriczonym, jezeli dla dowolnego punktu v
kazdg pare pozostatych punktéw mozna potaczy¢ tamana ztozona z odcinkow
danego uktadu omijajaca punkt v, a przegranym, jezeli nie jest ukoniczony, lecz
dodanie don dowolnego nowego odcinka przeksztalca go w uktad ukonczony.

Jezeli uktad narysowanych w biezacej chwili odcinkéw jest przegrany, to
gra jeszcze sie toczy, jednak gracz, ktéry ma wykonaé ruch, po jego wykonaniu
doprowadza do powstania uktadu ukoniczonego i przegrywa gre.

Rozwiazanie zadania bedzie oparte na blizszym zbadaniu mozliwej liczby
odcinkéw w uktadzie przegranym.

Niech P bedzie dowolnym ukladem przegranym. Nalezace don odcinki
bedziemy krétko nazywaé P-odcinkami, a tamane zbudowane z P-odcinkéow
— P-lamanymi. Uklad P nie jest ukonczony, wiec istnieja takie trzy rézne
punkty a, bi v, ze kazda P-tamana o koncach a i b przechodzi przez punkt v.

Oznaczmy symbolem A zbiér wszystkich punktéw dajacych sie potaczyé
z punktem a pewna P-tamana, na ktérej nie lezy punkt v. Sam punkt a takze
zaliczamy do zbioru A. Podobnie, zamieniajgc punkt a na punkt b, okredlamy
zbiér B. Punkt v nie nalezy do zadnego ze zbioréw A i B.

Zbiory A i B nie majg punktéw wspolnych. Rzeczywiscie, jakikolwiek
punkt wspélny tych zbiorow mozna by potaczyé P-tamang omijajaca punkt v
zaréwno z punktem a, jak i z punktem b. Laczac obie te lamane w P-tamana
o koncach a i b dostaliby$my wtedy sprzecznos¢ z wyborem punktéw a, b i v.

Wykazemy teraz cztery wtasnosci, wyrazone w nastepujacych zdaniach:

1. Dowolne dwa rézne punkty ze zbioru A sq polgczone P-odcinkiem.
Analogiczna teza jest stuszna dla zbioru B.

2. Zaden P-odcinek nie tgczy punktu ze zbioru A z punktem ze zbioru B.

3. Punkt v jest polgczony P-odcinkiem z kazdym innym punktem.

4. Kazdy punkt rézny od punktu v naleZy do jednego ze zbioréw A i B.
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Dowdd zdania 1. Przypusémy, ze rézne punkty a1, as € A nie sg poltaczone
P-odcinkiem. Zgodnie z okreleniem zbioru A kazdy z punktéw a; i a2 mozna
polaczy¢ z punktem a pewng P-lamana, na ktérej nie lezy punkt v. Zatem
punkty a; i as tez mozna potaczyé taka P-tamana, ktérg oznaczymy litera £.

Wezmy pod uwage uklad P’ powstajacy z ukladu P po dodaniu odcinka
o koncach a; i as. Uktad P’ jest ukonczony, wiec istnieje tamana ¢’ zlozona
z odcinkéw ukladu P’, taczaca punkty a i b bez przechodzenia przez punkt v.
Zastepujac w lamanej ¢’ kazdy odcinek o koficach a; i as tamang £ uzyskujemy
P-tamana laczaca punkty a i b oraz omijajaca punkt v, czyli sprzecznosé.

Dowdd zdania 2. Zalézmy, ze punkty a’ € A i b’ € B sa koncami jednego
P-odcinka. Na mocy zdania 1 punkty a i @’ sg koncami jednego P-odcinka
(o ile @’ #a) oraz punkty b i b’ sa koncami jednego P-odcinka (o ile b/ #b).
Stad otrzymujemy P-tamang o konicach a i b, zbudowang z co najwyzej trzech
P-odcinkéw oraz nie przechodzaca przez punkt v — znéw sprzecznosé.

Dowdd zdania 3. Gdyby punkt v nie byt potaczony P-odcinkiem z innym
punktem ¢, to uktad powstajacy z uktadu P po dodaniu odcinka o koncach
v i ¢ powinien by¢ ukonczony.

Tymczasem wcigz nie istnieje tamana o konicach a i b omijajaca punkt v.
Dodany odcinek o jednym koncu v nie moze mianowicie wejs¢ w sklad takiej
tamanej; nie mozna jej rowniez utworzy¢ z samych P-odcinkéw.

Dowéd zdania 4. Przypusémy, ze punkt d # v nie nalezy do zadnego
ze zbiorow A i B. W mysél zalozenia d¢ A odcinek o konicach a i d nie nalezy do
uktadu P. Dodajac ten odcinek do uktadu P dostajemy uklad ukonczony P’.

Niech ¢ bedzie lamang zlozong z odcinkéw uktadu P’, taczaca punkty
a i bz pominigciem punktu v. Wybierajac w razie potrzeby pewien jej krotszy
fragment przyjmijmy, ze punkt a lezy na tamanej ¢ tylko raz — jako jej koniec.

Co najmniej jeden z odcinkéw tamanej ¢ nie nalezy do uktadu P. Wobec
tego znajduje sie na niej odcinek o koncach a i d. Wystepuje on jednak tylko
raz i przylega do konca a tamanej ¢. Wszystkie pozostate odcinki tamanej ¢
sa P-odcinkami. W konsekwencji punkty d i b mozna potaczyé¢ P-tamana
omijajaca punkt v. To przeczy warunkowi d ¢ B i koniczy dowdd zdania 4.

Przystepujemy wreszcie do wyznaczenia liczby P-odcinkéw.

Niech k i n oznaczaja liczby punktéw nalezacych odpowiednio do zbioréw
A i B. Zdania 1-4 wskazuja, ze k+n =2013, a wszystkimi P-odcinkami sg:
odcinki o obu koncach w (k+1)-elementowym zbiorze AU{v} i odcinki o obu
koncach w (n+1)-elementowym zbiorze BU{v}. W efekcie liczba wszystkich
P-odcinkéw wynosi

5k(k+1)+ 3n(n+1) = 3 [k(k+1)+ (2013—k)(2014—k)] =
— 1(2k% — 4026k +2013-2014) = k(k—2013) 420131007
i jest nieparzysta, gdyz jeden z czynnikéw iloczynu k(k—2013) jest parzysty.

Zatem dowolny uktad przegrany sklada ste z nieparzystej liczby odcinkdéw.
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Jezeli kolej wykonania ruchu przypada na gracza R rozpoczynajacego
gre, to liczba odcinkéw narysowanych w tym momencie na plaszczyznie jest
parzysta, czyli na podstawie konkluzji poprzedniego akapitu nie tworzg one
uktadu przegranego. Wynika stad, ze w kazdym swoim ruchu gracz R moze
wybraé¢ do dorysowania taki odcinek, ze po jego dorysowaniu gra jeszcze sie
nie zakonczy. W rezultacie strategia gracza R, polegajaca na dorysowywaniu
za kazdym razem dowolnego nowego odcinka, ktére nie powoduje przegranej
natychmiast po wykonaniu ruchu, jest strategia wygrywajaca. Rozpatrywana
gra zawsze konczy sie bowiem przegrana jednego z graczy, poniewaz uktad
wszystkich bokéw i przekatnych danego 2014-kata jest ukoniczony.

OdpowiedZ: Strategie wygrywajaca ma gracz rozpoczynajacy gre.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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