LXVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego
20 lutego 2015 r. (pierwszy dzien zawoddow)

1. Punkty F, F, G leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB
trojkata ABC, przy czym 2AG = GB,2BE = EC oraz 2CF = F A.
Punkty P i @ leza na odcinkach EG i FG odpowiednio, przy czym
2EP = PG oraz 2G(Q) = QF'. Udowodni¢, ze czworokat AGPQ) jest

rownolegtobokiem.

2. Dana jest liczba naturalna A > 1. Niech a; = A4, a,1, = A™,
by = AAL b, = 2 dlan = 1,2,3,... Dowieé, ze dla kazdej
liczby catkowitej n > 1 zachodzi nieréwnosé¢

a, < b,.

3. Rozwazmy ciag a, = |[n(n+1)—19| dla n = 0,1,2,... Dla
dowolnego n # 4 wykazaé, ze:
jesli dla kazdego k < n liczby ay i a, sa wzglednie pierwsze, to a,
jest liczba pierwsza.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.
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4. Liczby rzeczywiste x1, 2, x3, T4 sa miejscami zerowymi wielo-
mianu czwartego stopnia W (z) o wspétezynnikach catkowitych. Do-
wies¢, ze jesli w3 + x4 jest liczba wymierna a x3xy jest liczba niewy-
mierna, to r; + T2 = T3 + 24.

5. Niech n bedzie dowolng dodatnig liczbg catkowitq.
Wyznaczy¢ liczbe takich ciagdéw ag, aq, ..., a, o wyrazach w zbiorze
{0,1,2,3}, ze

n=ag+ 2a; + 2%ay + ...+ 2"a,,.

6. Dany jest trojkat ABC. Punkt K jest srodkiem boku BC', punkt
M lezy wewnatrz boku AB. Prosta KM przecina prosta AC' w ta-
kim punkcie L, ze punkt C' lezy miedzy A i L. Punkt N jest srodkiem
odcinka LM. Prosta AN przecina okrag opisany na tréjkacie ABC
w punkcie S # A. Wykazaé, ze jesli S # N, to okrag przechodzacy
przez punkty K, N i S jest styczny do prostej BC.

Informacje dla uczestnika zawoddéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisa¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.



