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Zadanie 1. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku A jest najmniejszy. Punkty
D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC, przy czym <CBE =
=<DCB = £BAC. Wykazaé, ze érodki odcinkéw AB, AC, BE,CD
leza na jednym okregu.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez P, @, R, S, T kolejno s$rodki odcinkow

BC, CA, AB. BE, CD. 7 twierdzenia Talesa wynika, ze PQ || BA,

QR || CB, RP || AC. Punkt wspélny odcinka C'D i prostej PQ jest

wiec srodkiem odcinka C'D, zatem jest to punkt 7. Podobnie punkt

S jest punktem wspélnym odcinka BFE i prostej PR. Wynika stad,

ze punkty @, R, S'iT — w tej kolejnosci — sa wierzchotkami czwo-

rokata wypuktego. Poza tym XABC = <TPC, <SPB = JACB.

Stad i zatozenia XCAB = <DCB = JCBFE wynika, ze trojkaty

ABC, BSP i CPT maja odpowiednio réwne katy, wiec sa podobne.

Stad zas wynikaja rownosci % = % i % = %. Po podzieleniu tych

réwnosci stronami i uwzglednieniu roéwnosci PB = PC otrzymujemy

b5 — BA ktéry w polaczeniu z réwnosécia <BAC = LSPT (wy-

WzZOor PT — CA’

nikajaca z tego, ze czworokat QARP jest réwnoleglobokiem) pozwala
stwierdzi¢, ze trojkat SPT jest podobny do trojkata BAC.
C

A

Wobec tego TSP = <CBA = <RQT), stad zas <RQT + <XRST =

IRQT + 180° — XT'SP = 180°, a to pozwala stwierdzi¢, ze na czwo-
rokacie QRST mozna opisa¢ okrag, co mieliSmy udowodni¢.

Zadanie 2. Niech P bedzie wielomianem o wspoétczynnikach rzeczywistych. Udo-
wodnié, ze jesli dla pewnej liczby calkowitej k liczba P(k) nie jest
calkowita, to istnieje nieskonczenie wiele takich liczb catkowitych m,
dla ktérych liczba P(m) nie jest calkowita.

Rozwiqzanie

Niech Ap bedzie zbiorem ztozonym z tych liczb catkowitych £, dla
ktorych liczba P(k) nie jest catkowita. Zatdézmy, ze teza nie jest praw-
dziwa. Wtedy zbiér Ap, z zalozenia niepusty, ma skonczenie wiele
elementow. Niech P bedzie wielomianem najnizszego stopnia, dla kto-
rego teza jest nieprawdziwa, czyli dla ktorego zbior Ap jest niepusty
i skonczony. Niech kg bedzie najwieksza liczba w zbiorze Ap, a ky —
najmniejsza. Niech Q(z) = P(z+1)—P(z). Stopien wielomianu () jest
o 1 mniejszy od stopnia wielomianu P. Liczba Q (ko) nie jest catkowita
(jako réznica liczby catkowitej P(ko+ 1) i niecatkowitej P(ky)), zatem
ko € Ag. Z definicji ko i k; wynika, ze jeli m jest liczba catkowita i
m > ko lub m < k; — 1, to Q(m) tez jest calkowite jako réznica liczb
catkowitych, wiec m ¢ Ag . Przeczy to temu, ze P jest wielomianem
najnizszego stopnia, dla ktérego zbiér Ap jest niepusty i skoriczony.

Uwaga. Niech P bedzie wielomianem stopnia d. Niech P(z) =
=P(z+ 1) — P(z). P, jest wielomianem stopnia d — 1. Niech Pj; =
=Pj(x +1) — Pj(z) dla j = 1,2,...,d — 1. Jasne jest, ze P, jest
wielomianem stopnia d — 2, P; — wielomianiem stopnia d — 3, itd.
Wobec tego P, jest wielomianem stopnia 0, czyli stata. Wynika stad
natychmiast, ze jesli wielomian stopnia d przyjmuje wartosci catko-
wite dla d + 1 kolejnych liczb catkowitych, to jedyna warto$¢ wielo-
mianu Py jest catkowita. Istnieje taka liczba catkowita m, ze Py_1(m)
jest catkowite. Stad wynika, ze wszystkie warto$ci wielomianu Py,
przyjmowane w punktach catkowitych, sa catkowite: P;_1(m + 1) =
Pd_l(m) + Pd(m), Pd_l(m + 2) = :Pd_l(m + 1) + Pd(m) itd. oraz
Pd_l(m— 1) = Pd_l(m) — Pd(m), Pd_l(m— 2) = Pd_l(m— 1) — Pd(m)
itd. Stad wynika, ze taka sama wlasnos¢ ma wielomian P; 5, bo
Py o(n+1) = Pio(n) + Py_1(n), itd. (formalnie znéw rozumowa-
nie indukcyjne).



Zadanie 3. Znalezé najwieksza liczbe naturalna m o nastepujacej wilasnosci:
wsréd pieciu dowolnie wybranych podzbioréow 500-elementowych
zbioru {1,2,...,1000} istnieja dwa zbiory, ktérych cze$é wspdlna
liczy co najmniej m elementéw.

Rozwigzanie

Wykazemy najpierw, ze m > 200. Niech Ay, Ag, A3, Ay 1 A5 beda
podzbiorami 500-elementowymi zbioru {1,2,...,1000}. Niech a;; =
=1, gdy @ € A, oraz a;; = 0 w przeciwnym przypadku. Dla kazdego
J €{1,2,3,4,5} zachodzi wiec réwnosé¢ ay ;+asj + . . .+ aigo,; = 500.
Niech s; = i1+ ;2 +a;3+a;4+0a;5 dla kaZdego 1€ {1, 2,..., 1000}
Wtedy s14$2+. . .+S1000 = 2500. Dla kazdej liczby i € {1,2,...,1000}
zachodzi réwnos¢:

57 =a;, +ajy+ais+ a7, +ais+
+2(ai10i0 + 103+ Qi1Gia + Q1055 + QioGis + ..o+ A aa5) =

2
i =0,

— —— ;1 T Q2 + a3+ aia+ a5
dla kazdej pary(,5) 7

+ 2(aina;0 + ;103 + A 104 + G105 + Gioiz + ..+ G a05) =
=5+ 2(ai10i2 + aina;3 + Q100+ Q105 + G20z + ...+ Qiad;s).
Wobec tego
2(a@i @i + a1 @iz a;10ia 4 ;105 + Qi3+ .4 aai5) = 57— s
Jesli i € AjN Ay, to a;jai, =1, agdy i ¢ A; N A, to a; a,, = 0.
Wobec tego |AJ N Ak| = ay1,;01k + A2, ;42 k + ...+ 1000, #1000,k ; gdzie
| B| oznacza liczbe elementéw zbioru B. Stad wynika réwnosé
A1 N Agl + A1 N Azl + -+ Ay N As| =

(T —s14+ 53— s2+ ...+ ST — S1000) =
= %((Sl — 2)(81 — 3) + (82 — 2)(82 — 3) +...+ (81000 — 2)(81000 — 3)) +
+3(451 — 6445, —6+... + 451000 — 6) =
= 1((s1—2)(s1=3)+. ..+ (51000 —2)(S1000—3) ) + 3 (4-2500— 6-1000) =
=2((s1 = 2)(s1 — 3) + ... + (s1000 — 2)(s1000 — 3)) + 2000. Poniewaz
s; jest liczba caltkowita, wiec (s; — 2)(s; — 3) > 0. Wykazalismy, ze
|A1 N Ag| + |AL N As| + -+ |As N As| > 2000. Wynika stad, ze dla
pewnej pary (j, k) zachodzi nieréwnosé |A; N A| > 1—10 - 2000 = 200.
Wykazalismy, ze m > 200.
Zdefiniujemy takie zbiory Ai,...,As, ze |A; N Ag| > 200. Tym sa-
mym wykazemy, ze minimalna wartoscia liczby m jest 200. Ponie-
waz liczby a;;, 1 < ¢ < 1000, 1 < j < 5, jednoznacznie de-
finiuja zbiory Aj, As, As, Ay, As, wiec wystarczy je okresli¢ tak, by
ar; + as; + ...+ aioo,; = 500 (zbiér A; ma mie¢ 500 elementéw)

i by 1,501 k + a2 549 k + ...+ @1000,5 41000,k — 200 (Zblér Aj N Ak ma
mie¢ 200 elementéw). Ostatnia nieréwnosé dowodu staje sie réwno-
Scia wtedy i tylko wtedy, gdy (s; — 2)(s; — 3) = 0 dla kazdego i,
czyli gdy s; € {2,3}. Liczby a; ; beda tak zdefiniowane, ze wsrdd liczb

S1,82,...,81000 liczba 3 pojawi sie 500 razy i tylez razy pojawi sie

liczba 2. Definiujemy
a1,1 = 1 Q12 = 1 1,3 = 1 1,4 = 0 Q15 = 0
G271 = 0 Q29 = 1 A23 = 1 A4 = 1 Q25 = 0
a371 =0 a372 =0 a373 =1 a374 =1 a375 =1
Q4,1 = 1 Q42 = 0 Q4,3 = 0 Q4,4 = 1 Q45 = 1
as1 = ase =1 a53=0 a54=0 a55=1
ag1 = ago =0 agz3=1 asa=0 ags=0
ary = aro=1 a73=0 arya=1 ar5=0
agi = age =0 agz3=1 ags=0 wags=1
ag1 = age =0 ag3=0 ags=1 ags5=0

aip1 =0 ap2=1 aw3=0 aps=0 aps=1

Konczymy definiowanie piszac ajo+;; = a;; dla i € {1,2,...,990},
Jj €41,2,3,4,5}, czyli powtarzamy napisane dziesie¢ wierszy 100 ra-
zy. Otrzymujemy wiec wzory A; = {1,4,5,6,9,11,14,15,16,19, ...},
Ay ={1,2,5,7,10,11,12,15,17,20, .. .}, itd. Jasne jest, ze |A;| = 500
dla j € {1,2,3,4,5} oraz |A; N A;| = 200 dla j,k € {1,2,3,4,5},
J <k

Uwaga. Jesli sy, So, ..., 81000 € R1i 81+ 89+ ...+ S1000 = 2500, to po-
niewaz funkcja 2% — x jest $cisle wypukta, wiec (nieréwnosé Jensena)
$T— 814 83— Sa+ ...+ STooo — S1000 =

> 1000((%)2 — (s )) — 1000(2,5% — 2,5) = 3750
przy czym réwnosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy s; = 2,5 dla
kazdego i. W zadaniu szacowaliSmy te sume (2000 sktadnikéw) zakta-
dajac, ze liczby si, S, ..., S1000 Sa catkowite. Caltkowitymi sasiadami
liczby 2,5 sa liczby 2 i 3. Stad pomyst uzycia réwnosci s? — s =
=(s—2)(s—3) +4s— 6.
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Zadanie 4. Rozwiazaé¢ uktad réwnan

r+y+z=1
Py +P =1

w liczbach rzeczywistych x,y, 2.

Rozwigzanie pierwsze Kazda z tréjek postaci (t,—t, 1), (¢,1,—t),
(1,t,—t) jest rozwiazaniem uktadu réwnan. Zalézmy teraz, ze tréjka
(x,y, z) jest rozwiazaniem. Ze wzgledu na symetrie ukladu mozemy
zalozy¢, ze z < 1 oraz © > y. Wtedy x +y =1 — 2z > 0. Zatézmy, ze
dla pewnego r > 0 rowniez trojka (x 4+ 7,y — r, z) jest rozwiazaniem
uktadu. Wtedy 1 — 25 = (z +7)° + (y —r)® = 25 + 9° + 5r(z* — y?) +
1072(23 + +y3) + 10r3(2? — y*) + 5ri(z +y) = 1 — 25 + 5r(z — y) (x +
y) (@2 ++y?)+10r2 (z+y) (2? —zy+y?) +10r (2 —y) (z+y) +5r (z+y) =
=1-2+5r(z—y)(z+y)(@®+y?) +5r2(z+y)((z —y)* +2* +y*) +
+10r3(x — y)(z +y) + 5r*(x + y) > 1 — 2° przy czym ostatnia nie-
rownos¢ staje sie rownoscia wtedy i tylko wtedy, gdy = + y = 0, czyli
gdy z = 1, ale wtedy y = —x. Wobec tego dla kazdego z < 1 ist-
nieje co najwyzej jedna taka para (z,y), ze x > y i tréjka (z,y, ) jest
rozwiazaniem badanego uktadu rownan. Wykazalismy tym samym, ze
rozwiazan réznych od podanych na wstepie nie ma.

Rozwigzanie drugie Jesli trojka (x,y,z) jest rozwiazaniem danego
ukladu réwnai, to 0 = (z +y +2)° —2° — ¢y — 2° = 5(x + y)(y +
+2)(z+2) (@ + Y2+ 2oy +yz+22) = 2z +y)(y+2) (2 +x)((z +
+y)? 4+ (y + 2)? + (2 + )?), zatem ta réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi co najmniej jedna z réwnosci t+y =0, y+2z =0
lub 2z +x = 0. Z pierwszej z nich wynika, ze z = 1, z drugiej — =z = 1,
a z trzeciej — y = 1.

Uwaga. Niech w(z,y,2) = (r +y + 2)° — 2% — y5 — 2°. Mamy
w(—y,y, z) = =0. Wobec tego jesli potraktujemy wielomian w zmien-
nych z,y, z jako wielomian zmiennej z, ktérego wspotczynnikami sa
wielomiany zmiennych y,z, to jest on podzielny przez wielomian
r — (—y) = ¢+ y. Wynik jest wielomianem trzech zmiennych (lub
zmiennej x, ktérego wspétezynnikami sa wielomiany zmiennych y, z).

Poniewaz w(z,—z,z) = 0, wiec jest on (jako wielomian zmiennej
y) podzielny przez wielomian y — (—z) = y + z. Wynik dziele-
nia potraktowany jako wielomian zmiennej z jest podzielny przez
z + x. Wobec tego istnieje wielomian taki v zmiennych z,y,z, ze
w(z,y,z) = (r+y)(y + 2)(z + z)v(z,y, z). Poniewaz wielomiany w
oraz (z +y)(y + 2)(z + ) sa symetryczne, wiec réwniez wielomian v
jest symetryczny. Poniewaz w(tz, ty, tz) = tow(z,y,2) i (tz +ty)(ty +
tz)(tz+tx) = t3(x+y)(y+2)(z +z) dla kazdej czworki liczb t, x,y, 2,
wiec v(tz, ty, tz) = t?v(z,y, 2), a stad wynika od razu, ze istnieja takie
liczby a, b, ze v(z,y, 2) = ax®+ay*+az*+bry++byz+bzx dla dowol-
nych liczb z,y, z. Mamy % = 15 oraz % = 35,
wiec 15 = v(1,1,0) = 2a+ b1 35 = v(2,1,0) = =ba + 2b, zatem
a=>5a+2b—2(2a+b) =35—30=05, wiecb=15—2-5=5. Stad
wynika réwnosé (z +y+2)°> — 2% —y5 — 2> = =5(x + y)(y + 2)(z +
2)(2? + v + 2% + 2y + yz + zx) dla wszystkich tréjek (z,vy, z).

Wreszcie mozna ten uktad rozwiaza¢ traktujac np. z jako parametr
i wyznaczy¢ x iy w zaleznosci od z, ale tego juz robi¢ nie bedziemy.

Zadanie 5. Dowie$é, ze przekatne wypuklego czworokata sa prostopadle wtedy
i tylko wtedy, gdy wewnatrz tego czworokata znajduje sie punkt,
ktérego rzuty prostokatne na boki czworokata sa wierzchotkami pro-
stokata.

Rozwigzanie

Udowodnimy najpierw, ze jesli taki punkt istnieje, to przekatne
sa prostopadte. Wierzchotki czworokata oznaczmy kolejno literami
A,B,C,D. Niech P oznacza punkt, ktorego rzuty prostokatne na
boki czworokata sa wierzchotkami prostokata. Te rzuty oznaczamy
literami @, R, S, T, przy czym punkt @) lezy na boku AB, R — na
boku BC' itd. Na kazdym z czworokatow AQPT, BRPQ, CSPR i
DTPS mozna opisa¢ okrag, bo w kazdym dwa przeciwlegle katy sa
proste, wiec ich suma jest 180°. Niech O 4, Og, O¢, Op beda srodkami
odcinkéw PA, PB, PC, PD. Sa to srodki okregéw opisanych odpo-
wiednio na AQPT, BRPQ, CSPR i DTPS (srodek okregu opisa-
nego na tréjkacie prostokatnym to srodek jego przeciwprostokatne;j).
Niech M bedzie érodkiem odcinka Q7', a N — odcinka RS. Punkt O 4
rownooddalony od @ i od T lezy na symetralnej odcinka Q7. Podob-
nie punkt O¢ lezy na symetralnej odcinka RS. Symetralna odcinkow
RS i QT jest prosta MN, bo QRST jest prostokatem. Wobec tego
srodki odcinkéw AP i C'P, czyli punkty O4 i O¢ leza na prostej M N.



Trojkaty OaPO¢c i1 APC' sa jednoktadne wzgledem punktu P w skali
2, wiec AC || O4O¢, zatem przekatna AC danego czworokata jest
rownolegta do boku QR prostokata QRST. W taki sam sposob dowo-
dzimy, ze przekatna BD jest rownolegta do boku RS tego prostokata.
Jesli zdarzy sie, ze punkty O4, P, O¢ sa wspoétliniowe, to rozumowa-
nie tylko uprosci sie. UdowodniliSmy, ze z istnienia punktu P wynika
prostopadtos¢ przekatnych AC'i BD.
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Trzeba teraz udowodnié, ze z prostopadtosci przekatnych AC' i BD
wynika istnienie punktu P, wiec tez prostokata QQRST. Niech O
bedzie punktem wspolnym przekatnych AC i BD. Bez straty ogol-
nosci rozwazan mozna zaltozy¢, ze AO > OC i BO > OD. Niech
{1 oznacza prosta symetryczna do AC wzgledem dwusiecznej kata
<DAB, {5 — prosta symetryczna do prostej BD wzgledem dwusiecz-
nej kata LABC. Niech P bedzie punktem wspdélnym prostych ¢; i £5.
Z zatozen AO > OC'i BO > OD wynika, ze P lezy w tréjkacie ABO,
poza bokiem AB. Niech K bedzie punktem wspélnym prostych AC' i
QT. Punkty T, @), R sa rzutami punktu P na proste DA, ABi BC'. Na
kazdym z czworokatow AQPT i BRP(@ mozna opisa¢ okrag. Stad i z
konstrukcji punktu P wynika, ze <QTP = QAP = <K AT. Wobec
tego SKAT +<KTA =<IQTP+ XKTA =90° wiec <AKT = 90°,
zatem QT 1 AC i wobec tego QT || BD. W taki sam spos6b dowo-
dzimy, ze QR || AC. Wobec tego QR 1 QT'. Niech S bedzie czwar-
tym wierzchotkiem prostokata T'QRS. Wykazemy, ze S lezy na od-
cinku CD. Punkt Op jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie

prostokatnym PDT. Odcinek OpOp jest réwnolegty do odcinka BD,
bo trojkaty OpPOpg i DP B sa jednoktadne wzgledem punktu P. Wo-
bec tego OpO¢c L TS || QR. Stad wynika, ze prosta OpOp jest
symetralng odcinka T'S. Wobec tego OpS = OpT = OpD = OpP,
zatem Op jest srodkiem okregu opisanego na czworokacie SDT P. Po-
niewaz PD jest $rednica tego okregu, wiec <DSP = 90°. Podobnie
SCSP = 90°. Punkty C, D leza wiec na pr. prostopadtej do PS, co
konczy dowdd.

Uwaga. Mozna bez trudu wykazaé (prosta algebra), ze jesli O = (0, 0),

A= (a,0)> B = (O,b), C = (c, O)iD = (O,d),to _ (bd(a+c c(b+d) )

ac+bd 7 ac+bd

Q:(abd abc)jR:(bcd abc)S:(bcd acd)T

ac+bd’ ac+bd ac+bd’ ac+bd/? ac+bd’ ac+bd
—( abd - _acd ) Pokazemy, jak mozna to zrobi¢. Réwnanie prostej

ac+bd’ ac+bd

AB wyglada tak: £ + ¥ = 1. Sprawdzamy szybko: % + % = 1 oraz
2 + % = 1, wiec wspotrzedne punktow A i B spetniajg to réowna-
nie. Réwnania prostych BC, CD i DA wygladaja tak: £ + ¥ = 1,
L4%=1i%24+%=1 Niech @ = (t,b(1—1%)), Ry = (<£,b(1 - 1)),
Sy = (4,d(1-1)), T, = (t,d(1 — %)) — wyliczone zostaly wspol-
rzedne tych punktéow w zaleznosci od pierwszej wspotrzednej punktu
@, ktora zostata oznaczona literg t, w taki sposéb, by punkt @)
lezal na prostej AB, punkt R, — na BC, punkt S, — na BC,
punkt 7; — na DA. Czworokat Q;R;S;T; jest prostokatem o bokach
rownolegtych do osi uktadu wspoétrzednych. Znajdziemy taki punkt
Py = (p,q), ze odcinek P,;Q; bedzie prostopadly do prostej AB, a od-
cinek P;R; — prostopadty do prostej BC. Spelniona ma by¢ réwnosé
(p—t)-1—(g—b+%)-1 =0 oraz (p—%)-%—(q—b—l—%)-% = 0. Odej-
mujemy od pierwszej pomnozonej przez a druga pomnozong przez c:
0=p-1)t-—(p—9)s= (a ) +tc , wiec p = tc+“ Obliczamy
druga wspotrzedna: ¢ = (p— ) 4 pp_b_d.oagy b b+t“cabb2.
W taki sam sposob znajdujemy taki punkt P, = (p,q), ze P,T, L AD
1 P)S; LAD:p=t=2 =pig=d+ 15“C_d2 Obliczymy t z réwnania
q = qv: d—b — t(ac—b2)d—(ac—d2)d _ t(ac-l—bd)(d b) abd

abd abd o zatem t = C7ho.
Dla tego t otrzymujemy P := P, = P, = (bjiﬂg),aiﬁ?). Rzu-
tami punktu P na proste AB, BC, CD i DA sa punkty Q = Q; =
:(ag-li)fllad’ ag-li)-%d)’ R= R = (asfidv agicbd)v S =5 = (afj—cllad’ ag-(‘f-%d)’
T =1, = (%,%). Zauwazy¢ nalezy jeszcze, ze punkt P
znajduje sie po tej samej stronie prostej AB co punkty C, D, po




tej samej stronie prostej BC co punkt A, D itd. Dla dowodu wy-
starczy spojrze¢ na znak wyrazenia T + ¥ — 1 po podstawieniu w

miejsce (x,y) wspdlrzednych punktéw P oraz np. C. Otrzymujemy
bd(a+c) ac(b+d) _ b2d(a+tc)+ac(b+d)—ablactbd) (b2 +a?)ed
a(ac+bd) + blac+bd) 1= ac+bd T actbd < 0 oraz

g + ¢ —1 = <% < 0. Pozostale trzy sprawdzenia sa analogiczne. o o

przydtugie opowiadanie ma pokazaé¢, ze w krétkim czasie mozna byto
znalez¢ punkt P rozwiazujac kilka rownan liniowych.

Zadanie 6. Wykazaé, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej a istnieje taka
liczba catkowita b > a, ze liczba 1 + 20 + 3° dzieli sie przez liczbe
1427+ 3%,
Rozwigzanie
Dla a = 1 twierdzenie jest prawdziwe, bo 1 + 2 + 3 = 6 jest
dzielnikiem liczby 1 + 23 + 3% = 36. Dalej zakladamy, ze a > 2.
Niech 1+ 2% 4 3% =2"3°m, gdzie r, s sa nieujemnymi liczbami catko-
witymi a m — dodatnia liczba catkowita niepodzielna ani przez 2,
ani przez 3. Niech k£ bedzie liczba liczb wzglednie pierwszych z m ze
zbioru {1,2,...,m}. Z twierdzenia Eulera wynika, ze liczby 2% — 1
i 3¥ — 1 sa podzielne przez m, zatem dla kazdej dodatniej liczby
calkowitej n liczby 2" — 1 = (2F — 1)(2k(n=1) 4 2k(n=2) o " 4 1)
i3k — 1= (3k—1)(3Fn=1) 4 3k*=2) 4+ 1) sa podzielne przez m.
Jesli n > 0 jest liczba calkowita, to liczba 32" +1 = (3"+1)?—2-3" jest
podzielna przez 2 i niepodzielna przez 4, natomiast liczba 3271 4-1 jest
podzielna przez 4, ale nie przez 8, bo: 3" +1 = 3(3" —1)(3"+1) +4,
liczba (3™ —1)(3"™ + 1) dzieli sie przez 8 jako réznica kolejnych liczb
parzystych. Wobec tego r = 1 dla parzystych a oraz r = 2 dla niepa-
rzystych a. Zachodzi nieréwnos¢ s < a, bo 3* > 2°+1, wiec 3% nie dzieli
2%+ 1. Poniewaz 3° jest dzielnikiem obu liczb 14 2%+ 3% 1 3%, wiec jest
dzielnikiem 1+2¢. Niech b = a+2ak. Mamy 142°+3°—(142%+3%) =
2(22ka — 1) +3%(3%a —1). Liczby 2% — 1 i 322 — 1 dziela sie przez m.
Liczby 39122k —1 = (20—1)(2041)(20+1)(22a(k=1) 4-220(k=2) 1 4 1)
dzielg sie przez 3°. Liczby 22 i 3% — 1 dziel sie przez 4. Wobec tego
roznica 1 + 2% + 3% — (1 + 2% + 39) jest podzielna przez m, przez 3°
i przez 4, wiec przez 1 + 2% + 3%, co konczy dowdd.



