LXVII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
I seria: 1 wrzes$nia 2015 r. — 30 wrzesnia 2015 r.

1. Na tablicy napisano liczbe catkowita dodatnia. W kazdym kroku zmazu-
jemy liczbe n napisang na tablicy i piszemy nowa liczbe. Jesli liczba n jest
parzysta, to piszemy na tablicy liczbe 3. Jesli liczba n jest nieparzysta, to
wybieramy jedna z liczb 3n + 1, 3n — 1 i piszemy ja na tablicy.

Czy — niezaleznie od tego, jaka liczbe napisano na tablicy na poczatku
—mozemy, po skonczenie wielu krokach, uzyska¢ na tablicy jedynke?

2. W tréjkacie ABC punkt D lezy na boku BC, E — na boku AB, przy
czym BD = AC, AD = AE i AB? = AC-BC. Dowieé¢, ze <BAD = <CFEA.

3. Niech f(x) i g(x) beda takimi funkcjami kwadratowymi, ze nier6wnosé
|f(z)] = |g(z)| zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej . Ay jest wyrdznikiem
funkeji f, a A, — wyréznikiem funkcji g. Udowodni¢, ze |Af| > |A|.

4. Dany jest czworokat wypukly ABC D. Kat przy wierzchotku B jest pro-
sty, a katy przy wierzchotkach A i C' — ostre. Przez punkt P, lezacy wewnatrz
czworokata ABC'D poprowadzono proste réwnolegte do bokéw AB i CB.
Dziela one czworokat ABC D na cztery wielokaty.
Wielokat, ktorego jednym z wierzchotkéw jest A ma pole a.
Wielokat, ktorego jednym z wierzchotkéw jest B ma pole b.
Wielokat, ktorego jednym z wierzchotkéw jest C' ma pole c.
Czwarty wielokat ma pole d.

Udowodni¢, ze ac > bd.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystac listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wla$ciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdiniej dnia

30 wrzesnia 2015 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiqzania przestane w terminie péziniejszym nie
beda rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gérnym rogu
pierwszej jego stromy: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasa, nazwaq i adresem szkoly.



LXVII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
II seria: 1 pazdziernika 2015 r. — 2 listopada 2015 r.

5. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b rownanie
(2* —y? —a)(@® —y* = b)(2® —y* —ab) =0
ma przynajmniej jedno rozwiazanie w liczbach catkowitych x, y.

6. Znalez¢ wszystkie takie pary P,(Q wielomianéw o wspolczynnikach rzeczywistych, ze
dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodza obie réwnosci: P(x? + 1) = Q(z)? + 2z oraz
Q2% +1) = P(x)2.

7. Dwuosobowa gra polega na stawianiu pionkéw na wierzchotkach n—kata foremnego
(zakladamy, ze n > 3). Gracze wykonuja ruchy na przemian. Gracz stawia jeden ze swych,
dotychczas nieuzytych pionkéw na dowolnym niezajetym wierzchotku, ktory nie sasiaduje
z wierzchotkiem zajetym przez pionek przeciwnika. Przegrywa gracz, ktory nie moze wy-
konaé¢ ruchu. Rozstrzygnaé, w zaleznosci od n, czy strategie wygrywajaca ma gracz roz-
poczynajacy gre, czy jego przeciwnik?

8. W tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu wpisanego. Prosta Al przecina odci-
nek BC' w punkcie D. Symetralna odcinka AD przecina proste BI oraz C1 odpowiednio
w punktach P i Q. Dowies¢, ze wysokosci trojkata PQD przecinaja sie w punkcie I.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystac listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wla$ciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdiniej dnia

2 listopada 2015 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiqzania przestane w terminie péziniejszym nie
beda rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gérnym rogu
pierwszej jego stromy: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasa, nazwa i adresem szkoly.
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Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
IIT seria: 3 listopada 2015 r. — 4 grudnia 2015 r.

9. Dowiesé, ze liczba v/10 — v/6 — /5 + v/3 jest niewymierna.

10. Rozwiaza¢ uktad n réwnan z niewiadomymi x1, za, ..., T,, gdzie n > 2:
223 + 4 = 23 (22 + 3)
273 + 4 = 23(z3 + 3)

23:?171 + 4 = xi,l(xn + 3)
223 +4=a2(r1 +3)

11. Wiersze i kolumny nieskonczonej tabeli sa ponumerowane liczbami catkowitymi nie-
ujemnymi. W jej pola wpisane sa liczby calkowite nieujemne wedlug nastepujacej reguty:
w kazdym polu znajduje sie najmniejsza liczba, nieobecna w zadnym wcze$niejszym polu
tego samego wiersza ani tej samej kolumny (ponizej, dla ilustracji, fragment tej tabeli).
Udowodnié¢, ze jesli na przecieciu m—tego wiersza z n—ta kolumna znajduje sie liczba r,
to na przecieciu m—tego wiersza z r—ta kolumna znajduje sie liczba n.

01 2 3 4
10 3 2 5
23 016
32107
4 5 6 70

12. Dany jest czworo$cian ABCD. Punkt S jest srodkiem sfery wpisanej w czworo-
$cian ABCD, za$ @ jest srodkiem sfery dopisanej do niego, stycznej do Sciany ABC
oraz do plaszczyzn pozostatych $cian. Punkty K i L sa rzutami prostokatnymi punktu @
na proste AB i BC. Dowies¢, ze proste (skosne) KL i BS sa prostopadle.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystac listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wla$ciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdiniej dnia

4 grudnia 2015 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiqzania przestane w terminie pézniejszym nie
beda rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gérnym rogu
pierwszej jego stromy: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasa, nazwa i adresem szkoly.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewddztwa pomorskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego,
ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

Dla wojewddztwa Slaskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego,
ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewddztwa matopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego,
ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakéw.

Dla wojewddztwa lubelskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej

— Zaklad Rachunku Prawdopodobienstwa pok. 810, Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Marii Curie-Sktodowskiej,

pl. Marii Curie-Sktodowskiej 1, 20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa tédzkiego i $wietokrzyskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Ma-
tematycznej — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego,
ul. Banacha 22, 90-238 Lodz.

Dla wojewddztwa wielkopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza,
ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.

Dla wojewddztwa podkarpackiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Katedra Matematyki Politechniki Rzeszowskiej,
al. Powstancow Warszawy 8, 35-959 Rzeszdw.

Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego: Komitet Okregowy Olim-
piady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczecinskiego,
ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
— Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Dla wojewo6dztwa mazowieckiego i podlaskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk,
ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojew6dztwa dolno$laskiego i opolskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego,
pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé
w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



