LXVII Olimpiada Matematyczna

Rozwiazania zadan konkursowych

zawodow stopnia pierwszego

pierwsza seria: 1 wrzesnia — 30 wrzesnia

Zadanie 1.
Na tablicy napisano liczbe catkowita dodatnia. W kazdym kroku zmazujemy liczbe

n napisana na tablicy i piszemy nowa liczbe. Jesli liczba n jest parzysta, to piszemy
na tablicy liczbe 5. Jedli liczba n jest nieparzysta, to wybieramy jedna z liczb 3n+1,
3n — 1 i piszemy ja na tablicy.

Czy — niezaleznie od tego, jaka liczbe napisano na tablicy na poczatku —
mozemy, po skonczenie wielu krokach, uzyska¢ na tablicy jedynke?

Rozwigzanie
Oczywiscie § < n dla kazdej liczby parzystej n.

Jesli n jest liczba nieparzysta, to n = 4k + 1 lub n = 4k + 3 dla
pewnej liczby catkowitej k& > 0.

W pierwszym wypadku po zmazaniu n na tablicy piszemy 3n+1 =
=12k+4, wiec w nastepnych krokach pojawiaja sie liczby % = 6k+2
13%1:3k+1<4k+1:nd1ak>0, czylin > 1.

W drugim wypadku na tablicy piszemy liczbe 3n—1 = 12k+8, co
zmusza nas do zastapienia jej kolejno przez 6k +4 iprzez 3k+2 <
<4k + 3 = n dla kazdej liczby k£ > 0.

Wykazalismy, ze jesli na tablicy pojawila sie na poczatku liczba
n > 1, to najdalej po trzech krokach mozemy napisa¢ liczbe od niej
mniejsza (niezaleznie od parzystosci n). Oznacza to, ze po skonczonej
liczbie krokéw mozemy uzyskaé liczbe 1. [J

Zadanie 2. W trojkacie ABC punkt D lezy na boku BC, E — na boku AB, przy
czym BD = AC, AD = AE i AB? = AC - BC. Dowie$é, ze XBAD = XCEA.

Rozwiqzanie
Poniewaz AB? = AC - BC = BD - BC,
czyli g—g = %, wiec na mocy cechy bok

— kat — bok trojkaty ABC i1 DBA sa po-
dobne, w szczegolnosci % = %. Wobec
tego % = % = %, wiec na mocy ce-
chy bok — kat — bok trojkaty FAC i CAB
sa podobne. Wobec tego

JCFEA = <BCA = <BAD — ostatnia rownos¢ wynika z podobien-

stwa trojkatow ABC i DBA. O

Zadanie 3. Niech f(z) 1 g(x) beda takimi funkcjami kwadratowymi, ze nieréwnosé
|f(z)] > |g(z)| zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x. As jest wyréznikiem
funkcji f, a Ay — wyréznikiem funkeji g. Udowodnié, ze [Af| > |Ag].
Rozwiqzanie
Niech f(x) = Az* 4+ Bx + C, g(z) = ax® + bz + c. Pomnozenie ktorej-
kolwiek z tych funkcji przez —1 nie zmienia ani jej modutu, ani wy-
roznika. Nie tracac ogolnosci przyjmujemy wiec, ze A > 0, a > 0. Roz-
wazymy trzy przypadki.

1°. Ay > 0. Woéwczas trojmian f ma dwa pierwiastki rzeczywiste
x1, To. Sa to jednoczes$nie pierwiastki trojmianu g (bo |f| > |g|).
Zatem f(z) = A(x —z1)(r — x2), ¢g(z)=a(r —x1)(x — x2), czyli
g(x) =t- f(x), gdzie t =% >0. Oczywiscie t <1 (bo |g| <|f]).
Réwnos¢é g=tf oznacza, ze a=tA, b=tB, c=1tC; stad
18] = [£2A] < 4]

2. Ar<0< A,
muje wylacznie wartosci nieujemne. Zalozenie przybiera postac
f(z) > |g(x)|, zatem obie funkcje f+g oraz f—g przyjmuja

W tym przypadku tréjmian f przyj-

wytacznie wartosci nieujemne. Pierwsza z nich jest wiec tréjmianem
kwadratowym o wyrézniku Ay, < 0. Druga tez jest trojmianem kwa-
dratowym o wyrézniku Ay_, < 0 lub jest staly nieujemna. Otrzymu-
jemy nieréwnosci

(B+b)?—4(A+a)(C+¢c) <0, (B—=0b)?—4(A-a)(C —c)<0;



ta druga zachodzi takze wtedy, gdy f — g jest stala (czyli A = q,
B = ). Przepisujemy te nieréwnosci w postaci
Ar+Ay+(2Bb—4Ac—4Ca) <0, Af+A,—(2Bb—4Ac—4Ca) < 0.

Uzyskujemy wniosek, ze

Af+Ag<QBb—4AC—4Ca<—Af—Ag,

rownowazny nierownosci

0 < |2Bb— 4Ac — 4Cal < —Aj — A, = [Af| — A

3°. Ay <0, A, <0. Teraz oba te tréjmiany (f i g) przyjmuja

wytacznie wartosci nieujemne, a zalozenie ma postaé¢ f(x) > g(x).
_ A4l ( L) _ 1Agl

e S e, B
Wartosci minimalne tych tréjmianéw to f(—5%) = 71, 9(—5:) = 32
(wierzchotki parabol). Dla kazdego z mamy f(z) > g(z) > g(—2<).
Biorac x = —% otrzymujemy  nieréwnosé % > %{f', czyli

|Af| > %|Ag| > |Ag|-
Rozpatrzone trzy przypadki obejmuja wszystkie mozliwosci. W kaz-
dym z nich uzyskaliémy zadana nier6wnosé |Ag| > |A|.

Zadanie 4. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Kat przy wierzchotku B jest
prosty, a katy przy wierzchotkach A i C — ostre. Przez punkt P, lezacy wewnatrz
czworokata ABC'D poprowadzono proste réwnolegle do bokéw AB i C'B. Drziely
one czworokat ABCD na cztery wielokaty.

Wielokat, ktorego jednym z wierzchotkéw jest A ma pole a.

Wielokat, ktorego jednym z wierzchotkéw jest B ma pole b.

Wielokat, ktorego jednym z wierzchotkéw jest C' ma pole c.

Czwarty wielokat ma pole d.
Udowodnié, ze ac > bd.

Rozwigzanie
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Niech K bedzie rzutem prostokatnym punktu P na bok AB, L —
rzutem prostokatnym punktu P na bok BC. K i L sa punktami
wewnetrznymi odpowiednich bokéw, bo kat ABC jest prosty zas katy
DAB i BCD sa ostre. Niech M i N beda punktami przeciecia prostych
KP i LP zobwodem czworokata znajdujacymi sie poza odcinkami AB
i BC. Oznaczmy dtugosci kolejnych odcinkow PK, PL, PM i PN li-
terami w, x, y, z. Pole czworokata K BLP réwne jest b, a poniewaz jest
to prostokat, ktorego boki maja dtugosci w i x, wiec b = wx. Wielokat
o polu a (czworokat lub pieciokat) zawiera prostokat o bokach dtugosci
w iz, wiec a > wz. Analogicznie ¢ > xy, Natomiast czwarty wielokat,
ten o polu d, jest albo trojkatem albo czworokatem. W obu wypad-
kach jest zawarty w prostokacie o bokach dtugosci y i z, zatem d < yz.
Mamy wiec ac > wzxy = wxyz > bd, a to chcieliSmy udowodnié¢. [



Zadanie 5. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b réwnanie
(@ —y* —a)(@® = y* = b)(a® —y* —ab) = 0

ma przynajmniej jedno rozwiazanie w liczbach catkowitych x, y.
Rozwigzanie

Jye 1. . . . . o a+1 _ a—1
Jesli liczba a jest nieparzysta, to przyjmujac v = 4=, y = 4= otrzy-
mujemy 22 —y? —a = 0. Podobnie gdy b jest liczba meparzysta, para

b+1

liczb catkowitych r = 2=, y = =1 gpetnia réwnanie 22 — y> — b = 0.

a+b
2

0. W kazdym z trzech
przypadkow wskazalismy pare liczb catkowitych spetiajaca rownanie
(2> —y* —a) (2 —y> = b) (2> —y* —ab) = 0.0

Jesli obie liczby a i b sa parzyste, to para liczb catkowitych x =
2

a—

y = %° spelnia réwnanie 2? — y* — ab =

Zadanie 6. Znalezé wszystkie takie pary P, Q) wielomianéw o wspdlczynnikach
rzeczywistych, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodza obie réwnosci:
P(2? +1) = Q(x)? + 2z oraz Q(z%+1) = P(x)2.

Rozwigzanie

Mamy 2z + Q(z)*> = P(2* + 1) = (( )2+ 1) = Q(—l’) — 2,
atem 4r = Q(—1)? — Q) = (Q(—) — Q) (Q(—1) + Q).
Wynika stad, ze jeden z wielomian6w Q( ) Q(x), Q(—x)+Q(x) jest

)+Q(z) wystepuja
tylko parzyste potegi zmiennej x, wiec jego stopien jest liczba parzysta.
Poniewaz ten stopien nie jest wigkszy od 1, wiec jest rowny 0, czyli

stopnia 0, a drugi — stopnia 1. W wielomianie Q(—x

wielomian Q(—x) + Q(x) jest stala (rézna od 0). Wobec tego stopien
wielomianu Q(—x) —Q(z) jest réwny 1. Oczywiscie Q(—0) —Q(0) = 0.
Istnieja, wiec takie liczby a # 01 ¢ # 0, ze Q(—z) + Q(z) = 2¢,
Q(—x) — Q(x) = 2az dla kazdej liczby rzeczywistej z. Stad wynika, ze
Q(x) = —ax + ¢ dla kazdego x € R.

Z réwnosci Q(z% + 1)
jest réwny 1, wiec istnieja takie liczby a, 8 € R, ze P(x) = ax + (.
W konsekwencji

—a(2? +1) + ¢ = P(x)? = o®2% + 2a8z + (2,
wiec 2a8 = 0, a poniewaz o # 0, zatem 3 = 0 i wobec tego —a = o?
i ¢c—a=[%=0. Oznacza to, ze a = ¢ = —a?, czyli P(r) = ax oraz
Q(z) = a*(x — 1). Z réwnosci P(a? + 1) = Q(2)? + 2z wnioskujemy,

= P(z)? wynika, ze stopienn wielomianu P

ze a(z? +1) = a*(x — 1)2 + 2z. Dla z = 1 mamy 2o = 2, wiec o = 1.
Udowodnilismy, ze istnieje co najwyzej jedna para takich wielomiandw:
P(z) = 21 Q(z) = x — 1. Bez trudu sprawdzamy, ze te wielomiany
spelniaja réwnania z tresci zadania. Istnieje zatem doktadnie jedna

para wielomianow spetniajacych oba warunki. [J

Zadanie 7. Dwuosobowa gra polega na stawianiu pionkéw na wierzchotkach n—

kata foremnego (zakladamy, ze n > 3). Gracze wykonuja ruchy na przemian. Gracz

stawia jeden ze swych, dotychczas nieuzytych pionkéw na dowolnym niezajetym
wierzchotku, ktéry nie sasiaduje z wierzchotkiem zajetym przez pionek przeciwnika.
Przegrywa gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu. Rozstrzygnaé¢, w zaleznosci od n,
czy strategie wygrywajaca ma gracz rozpoczynajacy gre, czy jego przeciwnik?
Rozwigzanie

Zatozmy, ze pierwszym graczem jest Ewa, a drugim — Jan. Wyka-
zemy, ze jesli liczba n jest parzysta, to strategie wygrywajaca ma Jan,
a jesli liczba n jest nieparzysta — Ewa. Zaczniemy od pierwszego przy-
padku. Jan moze zawsze postawi¢ nastepny pionek na polu symetrycz-
nym wzgledem S$rodka wielokata do pola, na ktérym postawita pionek
Ewa. To gwarantuje mu wygrana w oczywisty sposob, niezaleznie od
poczynan swej przeciwniczki.

Teraz zatdézmy, ze n jest nieparzyste. Ewa stawia gdzie$ swéj pionek,
co powoduje, ze Jan nie moze korzystac¢ z trzech p6l. Wyobrazmy so-
bie, ze gracze przenosza sie na wielokat, ktory ma n — 1 wierzchotkéw.
Sa tam dwa pola sasiednie zakazane dla Jana, ale nie dla Ewy. Teraz
Jan stawia gdzies swoj pionek, a Ewa stawia na polu symetrycznym
wzgledem érodka (n —1)-kata. Moze zawsze to uczynié, wiec teraz ona
wygra (jesli tylko bedzie kontynuowaé swe postepowanie). [



Zadanie 8. W tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu wpisanego. Prosta
AT przecina odcinek BC' w punkcie D. Symetralna odcinka AD przecina proste
BI oraz CI odpowiednio w punktach P i ). Dowie$é, ze wysokosci tréjkata PQD
przecinaja sie w punkcie 1.

Rozwigzanie

Oznaczmy, jak zwykle, XCAB = a, XABC = 3, <BCA = . Niech §
bedzie srodkiem odcinka AD. W tréjkacie ABD zachodza zwiazki
LDAB = § oraz
IBDA=180° - (B+$)=a+B+7—(B+5) =5+,

z ktérych wynika, ze DB < AB (naprzeciwko mniejszego kata lezy
krétszy bok). W tymze tréjkacie punkt I, jako spodek dwusiecznej
BI, dzieli bok DA w stosunku DI : [A = DB : AB < 1. Punkt ten
lezy wiec miedzy punktami D i S. Wobec tego lezy tez miedzy punk-
tami B i P. Zatem kat PIC jest katem zewnetrznym trojkata CIB
i zachodzi réwnos¢ <PIC =5 + 2.

Rozwazmy okrag opisany na trojkacie ABD. Dwusieczna BI™ prze-
cina go w $rodku tego tuku o koncach A i D, ktéry nie zawiera
punktu B. Réwniez symetralna cieciwy AD przechodzi przez ten $ro-
dek. Jedynym punktem wspolnym owej symetralnej i prostej BI jest
punkt P (proste te nie pokrywaja sie, skoro pierwsza z nich nie prze-
chodzi przez punkt [). Punkt P lezy wiec na rozwazanym okregu
po tej samej stronie prostej BD co punkt A. Stad otrzymujemy
IDPB = <DAB, czyli <DPI = 5.

Laczac uzyskane zwiazki, otrzymujemy réwnos¢é

IDPI+<PIC =%+ 5 +2 =900
Wynika z niej, ze prosta IC' (czyli prosta QI) jest prostopadta do pro-
stej PD. Zawiera wiec wysokos¢ trojkata PQD. Inna wysokoscia tego
trojkata jest odcinek DS, przechodacy przez punkt I. Oznacza to,
ze wysokosci trojkata PQ)D przecinaja sie w punkcie . [J




Zadanie 9. Dowieéé, ze liczba V10 =6 =5 +3 jest niewymierna.
Rozwigzanie
Niech 2 = /10 — v6 — /5 + /3 =
=Vo(V2-1) - V3(v2-1) = (f—f)(\/i—l) zatem

r(V2+1) = (VE-v3) (V2= 1)(V2+ 1) = V5 -3,
Wobectegox(3+2\/_)—x(\/_+l) (f—f) =8 — 2V/15.
Mamy wiec 212/2 = 8 — 322 — 24/15. Po podniesieniu ostatniej réw-
nosci stronami do kwadratu otrzymujemy

8zt = (8 — 322)% — 4(8 — 32%)V/15 + 60.

(VI0=V5) = (V6 —-V3) =

Jezeli x jest liczba wymierna, to liczba (8 — 32%)% + 60 — 8z jest
2)\2 4
wymierna. Jedli 8 — 322 # 0, to V15 = (53—325(8)_—;2))—89@’ CO przeczy nie-

wymiernosci liczby +/15. Wynika stad, ze 8 — 322 = 0. Niech x = L

przy czym liczby catkowite p i ¢ sa wzglednie pierwsze. Otrzymujemy
wzor 8q¢? = 3p?. Liczba ¢ jest wiec podzielna przez 3, czyli ¢ = 3r dla
pewnej liczby calkowitej 7. Wobec tego 8 - 3 - r? = p?, wiec liczba p
dzieli sie przez 3, co jednak przeczy nieskracalnosci utamka 17;. Okazato
sie, ze liczba x nie moze by¢ wymierna, a to nalezato udowodni¢. [

Zadanie 10. Rozwiaza¢ uktad n rownan z niewiadomymi x1,x2,...,T,, gdzie
n > 2:
223 +4 = 22 (g + 3)
223 +4 = x3(x5 + 3)
223 | +4=2% (v, +3)
223 +4=22(x1+3)
Rozwigzanie
7 uktadu rownan wynika od razu, ze z; # 0 dlai =1,2,...,n. Mozna

wiec przepisa¢ te rownania w postaci
(
4
25(71 + = 3= )
1

Mamy teraz
2z + % —3—x=
Z tej réwnosci wynika, ze v = 2x + p — 3 wtedy i tylko Wtedy, gdy

a3 +4-32% _ (z+1)(a®—4z+4)
x2 2

(z+1)(z—2)2
=2

r = —1 lub z = 2. ZnalezliSmy wiec dwa rozwiazania uktadu rownan:

TN =Tp=...=x,=—1oraz x1 =25 = ... =1, = 2. Udowodnimy,
ze innych rozwiazan nie ma.

Jesli z < —1, to 22 + % — 3 < x, zatem jezeli z; < —1, to
x2:2x1+%—3<x1,
x3:2x2+%—3<x2<x1 < -1,

n = 2Tn_1+ 2 —3< T 1 <. <3< Ty <21 < —1,

Tyn—1

I1=2$n+g—3<£€n<$n—1<---<933<952<!L"1<—1,

zatem x; < x1, co jest niemozliwe. Nie ma wiec rozwiazan, w ktérych
x1 < —1. Takie samo rozumowanie w wypadku —1 < z; # 2 daje
wynik 7 < 2o < 23 < ... < x, < 71, co znd6w nie jest mozliwe.
Nieostre nieréwnosci pojawity sie, bo moze zdarzy¢ sie, ze x; = 2 dla
.n} (gdy =1 = i(li—\/ﬁ) ) i wtedy otrzymujemy

WZOTY: 2 = Xj11 = Tjyo =

pewnego i € {2, ..
L=, = 2.

Udowodnilismy, ze jedynymi rozwiazaniami uktadu réwnan sa dwa
wskazane wyzej. [J



Zadanie 11. Wiersze i kolumny nieskoinczonej tabeli sa ponumerowane liczbami
calkowitymi nieujemnymi. W jej pola wpisane sa liczby calkowite nieujemne we-
dtug nastepujacej reguly: w kazdym polu znajduje si¢ najmniejsza liczba, nie-
obecna w zadnym wcze$niejszym polu tego samego wiersza ani tej samej kolumny
(ponizej, dla ilustracji, fragment tej tabeli). Udowodnié, ze jesli na przecieciu m—
tego wiersza z n—ta kolumna znajduje sie liczba r, to na przecieciu m—tego wiersza
z r—ta kolumna znajduje sie liczba n.

01 2 3 4
10 3 2 5
23 016
32107
4 5 6 70

Rozwigzanie

Pokazemy najpierw nieco wiekszy fragment tabeli.

1234567
10325 476
230167435
321076 5 4
456 70123
5476 103 2
6 74 5 2 301
76 543210

Bedziemy uzywali zapisu liczb w dwojkowym systemie pozycyjnym.
Kazda dodatnia liczba catkowita n ma jednoznaczne przedstawienie
w postaci ¢g+2¢1 +. ..+ 2%, gdzie ¢; = 0lub 1 (dlai =0, ..., t), przy
czym ¢; = 1; zapisem dwojkowym liczby n jest wtedy ciag t 4+ 1 cyfr
¢iCi—1 - . . c1¢9. Dziata ponadto umowa, ze wiodaca jedynke (¢; = 1) po-
przedzamy zerami tworzac nieskoficzony ciag (podobnie, jak w zapisie
dziesietnym, gdzie np. liczbe 77 mozna — w razie potrzeby — zapi-
sac¢ jako ...00077; te sama liczbe zapisujemmy w systemie dwojkowym
jako 1001101 (77 = 140-24+1-441-840-1640-32+1-64), a w wyniku

wydtuzenia ciagu cyfr w lewo jako ...001001101). Liczbe 0 zapisu-

jemy jako nieskonczony ciag zer. Mowimy, ze liczba o przedstawieniu
dwojkowym ...000¢ . ..cico ma na i-tej pozycji zero (jedynke), gdy
¢; =0 (gdy ¢; =1).

Niech z, y beda nieujemnymi liczbami catkowitymi. Patrzymy na ich
przedstawienia dwéjkowe (nieskonczone). Symbolem z{y bedziemy
oznaczac liczbe okreélona nastepujaco:

gdy x oraz y maja na i-tej pozycji jednakowe cyfry, liczba <y
ma na ¢-tej pozycji zero;
gdy x oraz y maja na i-tej pozycji rézne cyfry, liczba x{y ma
na i-tej pozycji jedynke

(Przyktad: dla x=...0001001101, y=...0000011100 mamy
x{y =...0001010001). Jasne jest, ze zdefiniowane tak dziatanie
przemienne (xy = ydx) i taczne ((xQy)Oz = zO(ydz) ). Jest tez
jasne, ze x{)0 = x oraz x{x = 0 dla kazdej liczby x. Ma ono ponadto
wazna wiasnosé:

(1)  jezeli z=zy, to x=ydz oraz y=zdz.

Wynika to od razu z wymienionych wcze$niej wtasnosci dziatania <p:
YOz = 20y = (20y)Qy = 20(yQy) = 100 = v oraz
1Oz = 2d(xQy) = (200)Oy = 00y = .

W tabeli, rozwazanej w zadaniu, pole lezace na przecieciu m-tego
wiersza i n-tej kolumny bedziemy oznaczaé (m,n). Udowodnimy, ze
dla kazdej pary liczb catkowitych m,n > 0:

(2) wpolu (m,n) znajduje sie liczba mn.

(jest to wiec ,tabliczka wartosci dziatania <»”, podobna do ,tabliczki
mnozenia”, cho¢ znacznie wigksza). Teza zadania wyniknie stad na-
tychmiast: gdy w polu (m,n) stoi liczba r = m{n, to w mysl re-
guty (1), n = mér, czyli w polu (m, r) stoi liczba n.

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem sumy wspotrzednych
pél. W polu (0,0) znajduje sie najmniejsza dopuszczalna liczba, czy-
i 0 (=0400). Ustalmy warto$é¢ sumy s > 1 i zatdézmy, ze w kazdym

Li—ta cyfra liczby 2y jest wiec reszta z dzielenia przez 2 sumy i—tych cyfr liczb
x, y. Traktujac i—te cyfry liczb z, y jako wartosci logiczne zdan mozemy powiedzieé,
ze i—ta cyfra liczby zy jest alternatywa wykluczajaca i—tych cyfr liczb x,y.



polu (k,l) o sumie k + [ < s znajduje sie liczba k<{l. Wezmy dowolne
pole (m,n) o sumie m + n = s. Nalezy udowodnié, ze liczba r, okres-
lona jako r = m{n, jest r6zna od wszystkich liczb postaci kOn (gdzie
k < m) oraz od wszystkich liczb m{l (gdzie | <n), i ze jest naj-
mniejsza liczba o tej wtasnosci.

Pierwsza cze$¢ stwierdzenia jest oczywista: gdyby zachodzita row-
no$¢ kGn = mdn, to zgodnie z reguta (1) otrzymaliby$my réwnosé
k= (kOn)On = (mOn)On = m, whrew k < m. Analogicznie wyklu-
czamy mozliwos¢ m&Gn = ml, [ < n.

Pozostaje uzasadni¢, ze kazda liczba ¢ < r znajduje sie na jakims$
polu (k,n), k < m, lub (m,l), | <n — czyli, zgodnie z zalozeniem in-
dukcyjnym — ze

(3) ¢ = k{n dla pewnego k < m lub ¢ = m{l dla pewnego [ < n.
Niech j bedzie najwczesniejsza (od lewej strony) pozycja, na ktorej
roznia sie cyfry przedstawien dwojkowych liczb ¢ i r. Nieréwnosé g < r
oznacza, ze na tej pozycji liczba g ma zero, a liczba r jedynke. Skoro
r = m<n, liczby m, n maja na pozycji j rozne cyfry. Przyjmijmy, ze
m ma jedynke, a n ma tam zero (nie tracimy og6lnosci, wobec symetrii
rél wierszy i kolumn).

WeZzmy liczbe k = gOn. Wtedy, zgodnie z (1), ¢ = k{$n. Aby uzyskaé
jeden z wymaganych warunkéw (3), wystarczy wykazaé, ze k < m.

Przypus$émy, ze tak nie jest, wiec ze k > m. Na pozycji j liczba k ma
zero, a liczba m jedynke, zatem k # m, wiec k > m. Oznacza to, ze na
pewnej pozycji ¢, na lewo od 7j, liczba k ma jedynke, za§ m ma zero.
Skoro k = q{n oraz m = r{n, cyfry liczb ¢, n na pozycji i sa rézne,
a cyfry liczb r, n na tej pozycji sa jednakowe. To sie nie da pogodzi¢
z tym, ze zapisy liczb ¢ i r pokrywaja sie w calym fragmencie na lewo
od j, w tym na pozycji i. Sprzecznos¢ dowodzi, ze istotnie k < m.
(Gdybysmy, chwile wezesniej, przyjeli przeciwny uktad cyfr liczb m, n
na pozycji j, uzyskalibysmy dla liczby [ = m<{q drugi z warunkow (3)).

Otrzymalismy teze indukcyjna dla dowolnego pola (m,n) z suma
m +n = s. To dowodzi stusznosci stwierdzenia (2) dla wszystkich par
liczb m,n > 0 i tym samym konczy rozwiazanie zadania. [J

Zadanie 12. Dany jest czworoscian ABCD. Punkt S jest srodkiem sfery wpisanej
w czworoScian ABCD, za$ @ jest Srodkiem sfery dopisanej do niego, stycznej
do éciany ABC' oraz do plaszczyzn pozostalych Scian. Punkty K i L sa rzutami
prostokatnymi punktu @ na proste AB i BC. Dowiedé, ze proste (sko$ne) KL i
BS sa prostopadle.

Rozwigzanie

Plaszczyzny BC'Q) i BC'S sa prostopadte, gdyz dziela na potowy katy
dwuscienne miedzy poiptaszczyzna o krawedzi BC przechodzaca przez
punkt A i ptaszczyzna DBC, czyli katy dopelniajace sie do 180°. Pro-
sta QL jest prostopadia do krawedzi przeciecia tych ptaszczyzn, lezy
w plaszczyznie BC'(Q), zatem jest prostopadta do ptaszczyzny BC'S.
Wobec tego jest prostopadta do kazdej prostej lezacej w plaszczyznie
BCS, w tym do prostej BS. W taki sam sposob uzasadniamy prosto-
padtosé prostych BS'i QK. Proste QL i QK sa rozne, wiec wyznaczaja,
plaszczyzne. Plaszczyzna QQ K L jest prostopadta do prostej B.S, zatem
prosta K L, zawarta w pltaszczyznie BK L, tez jest prostopadta do BS.




