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Rozwiazania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego
19 lutego 2016 r. (pierwszy dzien zawoddéw)

1. We wnetrzu trojkata o bokach dtugosci 3,4,5 lezy punkt P. Wy-
kazac, zZe jezeli odleglosci P od wierzchotkow sq wszystkie wymaierne,
to odlegtosci P od bokow tez.

Rozwigzanie
Trojkat mozna umiesci¢é w prostokatnym uktadzie wspéitrzednych
tak, by jego wierzchotkami byty punkty A = (4,0), B = (0,3)
i C'=(0,0) (trojkat ABC' jest prostokatny, gdyz 32 + 4% = 57).
Niech P = (z,y). Odleglosé punktu P od wierzchotka A jest réwna
(x —4)2 + y?, a poniewaz jest to liczba wymierna, wiec réwniez
liczba (z—4)?+%? jest wymierna. Wymierne sa tez liczby 2%+ (y—3)?
oraz x? + y2, jako kwadraty odlegtosci od wierzchotkéw B i C.
Poniewaz réznica liczb wymiernych jest wymierna, wiec wy-
mierne sa tez obie liczby 2% + y* — ((z — 4)? + y?) = 8z — 16
i 22 4+y?— (22 + (y — 3)?) = 6y — 9, zatem réwniez liczby z i y, czyli
odlegtosci od bokéw BC' i AC. Réwnanie prostej AB wyglada tak:
3r + 4y — 12 = 0. Wobec tego odlegtos¢ punktu P od boku AB jest

rowna
13z + 4y — 12| |3z + 4y — 12
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wiec tez jest liczba wymierng (jako iloraz liczb wymiernych). [J

2. W trojkacie ostrokgtnym ABC' dwusieczna kqgta BAC' przecina
bok BC' w punkcie D. Symetralna odcinka AD przecina okrag opi-
sany na trojkacie ABC w punktach E 1 F. Udowodnié, Ze okrag
opisany na tréjkacie DEF jest styczny do prostej BC'.
Rozwigzanie

Symetria Spp wzgledem prostej E'F' przeksztalca trojkat AEF na
trojkat DEF, wiec okrag O4 opisany na trojkacie AEF jest prze-
ksztatcany przez nia na okrag Op opisany na trojkacie DEF. Dla
ustalenia uwagi zalézmy, ze SABC > <ACB. Niech Ty oznacza
styczna do okregu O w punkcie A. Kat ostry miedzy styczna T4
a cieciwa AB jest rowny katowi <ACB, zatem ostry ewentual-
nie prosty kat w utworzony przez styczna T4 i polprosta AD™
jest rowny SACB + %<ICAB. Zachodzi tez rownos¢ <BDA =
IDCA+ XCAD = <BCA + %<IC’AB (bo kat zewnetrzny tréjkata
jest suma dwoch katéw wewnetrznych do niego nieprzylegtych), wiec
ten kat jest rowny katowi w.

Oa

Poniewaz symetria Sgr przeksztatca odcinek AD na odcinek DA,
wiec przeksztatca styczna T4 na prosta przechodzaca przez punkt D
tworzaca z odcinkiem DA kat w, czyli na prosta BC'. Wobec tego
prosta BC' jest styczna do okregu Op — obrazu O4 w symetrii Sgp.
Otrzymalismy teze. [



Rozwiqzanie drugie

Nie tracac ogélnosci rozwazan zalézmy, ze AB < AC czyli, ze
<ABC><BCA. Dalej <BAD = §<BAC < 3¥BAC + <BCA =
=IBDA — kat zewnetrzny tréjkata to suma dwoch wewnetrznych
do niego nieprzylegtych. Wobec tego, ze naprzeciwko wiekszego kata
w trojkacie lezy dtuzszy, bok mamy AB > BD. Niech M bedzie
srodkiem dwusiecznej AD. Skoro AB > BD, to kat <BMD jest
ostry. Stad i z tego, ze prosta E'F jest symetralna odcinka AD wy-
nika, ze punkty B i C' leza po jednej stronie prostej E'F. Mozemy
wiec przyjac, ze punkt E lezy na tym z tukéw wyznaczonych przez
punkty A i B, ktory nie zawiera punktu C', a punkt F' — na tym
tuku wyznaczonym przez punkty A i C, ktéry nie zawiera punktu B.

Oznaczmy katy trojkata ABC' literami: « = <BAC, 8 = SABC
oraz v = <XBCA. Czworokat AEDF jest symetryczny wzgledem
prostej EF. Niech ¢ = SAFFE = <FEFD iniech P bedzie punktem
wspoOlnym odcinkéw AC i DF. Zachodza rownosci

LCAF = SDAF — $DAC =90° —p— ¢ =22 — .
Poniewaz <PDC + <DCP = <PFA+ <F AP, wiec
LPDC = APFA+4FAP—<DCP = 2p+ 81—y = o4 527,
Mamy <FAC 4+ SACF + <AFC = 180° = <SABC + <AFC, wigc

SACF = ABC — SFAC =3 — (57 —p) = o + 22
W takim razie

IDEF = SAEF = SACF = ¢ + 52 = <PDC = <FDC.

Niech Op bedzie okregiem opisanym na tréjkacie EF' D. Poniewaz
kat wpisany w okrag Op oparty na tuku DF (niezawierajacym
punktu F) jest rowny katowi miedzy styczna do tego okregu w punk-

cie D i cieciwa DF', wiec prosta BC' jest styczna do Op. Zakonczy-
liSmy dowdd. [

3. Niech 7. oznacza zbior liczb catkowitych. Rozstrzygnad, czy ist-
nieje funkcja f, ktora kazdej liczbie catkowitej k przypisuje nie-
ujemnq liczbe catkowita f(k) i spelnia nastepujace dwa warunki:

e f(0)>0,

o dla kazdej liczby calkowite) k najmniejsza sposrod liczb postaci
f(k=101)+ f(l), gdzie l € Z, jest rowna f(k).

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze takiej funkcji nie ma. Przypu$émy, ze f jest
funkcja o podanych wtasnosciach. Niech m bedzie jej najmniejsza
warto$cia (istnieje, bo wartosciami funkcji f sa nieujemne liczby cal-
kowite) i niech a bedzie liczba o najmniejszej wartosci bezwzglednej,
dla ktérej zachodzi réwnosé f(a) = m. Bez straty og6lnosci mozemy
zalozy¢, ze a > 0. W mysl zalozenia, f(a) to najmniejsza z liczb po-
staci f(I) + f(a — 1), wiec istnieje b € Z, dla ktérego zachodzi wzor
(1) m = f(a) = f(b) + f(a —b) = m+ m.
Poniewaz m > 0im > 2m, wiec m = 0, zatem f(a) = 0, przy czym
a>1 (bo f(0)>0).

Z okreslenia liczby a wynika, ze
(2) f(k) >0 dla |k| <a.
Z wzoréw (1) i m = 0 otrzymujemy réwnosci f(b) =0 = f(a — b).
Zauwazmy, ze liczby b i a—b albo obie leza w przedziale (0, a), albo
obie znajduja sie poza nim. Wtasnosé (2) wyklucza pierwsza z tych
mozliwosci. Funkcja f ma wiec ujemne miejsce zerowe. Niech ¢ < 0
bedzie jej miejscem zerowym, potozonym najblizej zera. Wobec (2)
mamy f(k) > 0, gdy ¢ < k < a. Z nieréwnosci ¢ < a+c¢ < a
wynika, ze f(a 4+ c) > 0. Ale przeciez

flatce) < flat+c—a)+ fla) = f(c)+ fla) =0

(przyjelismy k = a + ¢ oraz [ = a w warunku z tresci zadania).
Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowdd nieistnienia funkcji o poda-
nych wtasnosciach. [J



Rozwiazania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego
20 lutego 2016 r. (drugi dzieh zawoddéw)

4. Dana jest liczba catkowita dodatnia k. Udowodnié, Ze istnieje
liczba calkowita dodatnia n, dla ktérej zbiory A = {12,22,3%,...}
i B = {12 +n,22 + n,3* + n,...} maja dokladnie k wspdlnych
elementow.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze np. liczba n = 3%*~! spelnia warunki zadania.
W tym celu nalezy sprawdzi¢, ze istnieje doktadnie k par liczb catko-
witych dodatnich (a,b), dla ktérych zachodzi wzér a® = b? + 321,
Réwnosé 3271 = o — b® = (a — b)(a + b) przedstawia rozktad
liczby 327! na iloczyn dwoch czynnikéw, z ktérych pierwszy jest
mniejszy od drugiego. Jest ona wiec réwnowazna temu, ze dla pew-
nego [ € {0,1,2,....,k —1} mamy a — b = 3! oraz a + b = 3%,
czyli @ = 1 (3% 171+ 3) oraz b = § (3%~ — 3'). Wobec tego

par (a,b) o powyzszych wlasnosciach jest doktadnie k. O
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5. Czworokqt ABCD jest wpisany w okrag. Punkty P i Q lezq
odpowiednio na potprostych AB~ i AD™, przy czym AP = CD,
AQ = BC. Wykazac, zZe Srodek odcinka PQ lezy na prostej AC.
Rozwigzanie

Niech R bedzie punktem symetrycznym do punktu P wzgledem
wierzchotka A. Trojkaty QAR i1 BC'D sa przystajace, bo QA = BC,
AR=CD i<BCD = 180° — <BAD = <Q AR — suma przeciwle-
gtych katow czworokata wpisanego w okrag to 180°. Stad otrzymu-
jemy réwnosci katéw: SARQ = <CDB = <CAB (katy wpisane
oparte na jednym tuku sa réwne). Wynika stad, ze RQ || AC.

C
R A P B

Prosta AC' potowi odcinek PR, wiec na mocy twierdzenia Talesa
rowniez odcinek PQ. [



6. W przestrzent danych jest n zielonych punktow, przy czym
n = 4 1 zZadne cztery zielone punkty nie leza na jednej plaszczyinie.
Niektore odcinki taczace zielone punkty pomalowano na czerwono.
Liczba czerwonych odcinkow jest parzysta. Kazde dwa réozne zielone
punkty taczy pewna tamana ztozona z czerwonych odcinkow.

Udowodnic, Ze czerwone odcinki da sie podzieli¢ na takie pary, Ze
odcinki z jednej pary majq wspolny koniec.

Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze jedynym punktem wspélnym roéznych czer-
wonych odcinkéw moze byé wspélny koniec (zadne cztery zielone
punkty nie leza na jednej plaszczyznie). Cyklem nazywaé bedziemy
taki ciag Iy, I, ..., I parami réznych czerwonych odcinkéw, ze
dla 7 = 1,2,...,k odcinek [; taczy punktyA; i A,yq, przy czym
A1 = Ar.

Opiszemy operacje zmniejszajaca liczbe cykli utworzonych z czer-
wonych odcinkéw i zwiekszajaca o jeden liczbe zielonych punktow.

Wybieramy dowolny cykl I, I, ..., I} (jesli istnieje). Usuwamy
odcinek I; i dodajemy zielony punkt tak, aby nie lezal na zad-
nej z ptaszczyzn wyznaczonych przez tréjki pozostatych punktow.
Nastepnie nowy zielony punkt taczymy z A; czerwonym odcinkiem.
Zauwazmy, ze w ten sposob zmniejszyliSmy liczbe cykli i nie zmie-
nilismy liczby czerwonych odcinkéw. Poza tym kazde dwa rdzne,
zielone punkty sa wciaz potaczone czerwona tamana (czyli ztozona
z czerwonych odcinkow). Co wiecej, jesli nowe odcinki podzieliliSmy
na pary tak, aby odcinki z pary miaty wspélny koniec, to odpowied-
nie ,stare” odcinki tez mialy wspolny koniec.

Powtarzamy te operacje, dopoki nie usuniemy wszystkich cykli.
Otrzymany zbior punktéw jest rzecz jasna skonczony.

Niech PB1B, ... By_1BiA bedzie tamana zlozona z najwiekszej
mozliwej liczby czerwonych odcinkéw (poniewaz zlikwidowali$my
wszystkie cykle, wiec dwa rézne punkty taczy doktadnie jedna czer-
wona tamana). Oczywiscie, taka tamana musi sie sktadaé¢ z co naj-
mniej dwoch odcinkow, gdyz istnieja co najmniej dwa czerwone od-
cinki.

Jesli istnieje taki zielony punkt C' # Bjy_1, ze odcinek ByC jest
czerwony, to taczymy odcinki ABy i BiyC' w pare i usuwamy oba
ze zbioru czerwonych odcinkéw (a punkty A i C' ze zbioru zielo-
nych punktéw). Nowy, mniejszy zbiér spelnia zatozenia natozone na

zbiér wyjsciowy, gdyz jedynym czerwonym odcinkiem o konicu w A
byt ABy, a o koncu w C' — odcinek CBy. W przeciwnym razie ist-
niataby czerwona tamana o poczatku w P zlozona z wigkszej liczby
odcinkéw niz PB1 B, . .. B,_1 B, A.

Jesli z kolei jedynym odcinkiem o konicu w By jest BipA, to
taczymy w pare odcinki By_1 By, oraz B A i usuwamy je (oraz punkty
By i A), otrzymujac w ten spos6b mniej liczny zbidr czerwonych
odcinkéw spetniajacy zatozenia natozone na wstepie — nie rozerwa-
liSmy zadnej czerwonej tamanej, jedynie skrociliémy jedna o dwa
odcinki.

Powtarzamy konstrukcje opisana w dwédch poprzednich akapi-
tach, dopdki nie potaczymy wszystkich czerwonych odcinkow w pary
(ostatecznie zmniejszymy zbiér zielonych punktéw do zbioru jedno-
elementowego lub pustego). [



