LXVII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
6 kwietnia 2016 r. (pierwszy dzien zawodow)

1. Niech p bedzie ustalona liczba pierwsza. Znalezé wszystkie nie-
ujemne liczby catkowite n, dla ktorych wielomian

W(z) =a2*—2(n+p)a® + (n —p)?

moze by¢ zapisany w postaci iloczynu dwoch tréjmianéw kwadrato-
wych o wspotezynnikach catkowitych.

2. Okrag w o $rodku I wpisany w czworokat wypukty ABCD jest
styczny do boku AB w punkcie M, a do boku CD — w punkcie N,
przy czym <BAD + <ADC < 180°. Na prostej M N wybrano taki
punkt K # M, ze AK = AM. Dowiesé, ze prosta I D przechodzi
przez srodek odcinka K N.

3. Dane sa dodatnie liczby caltkowite a i b. Przez f(a,b) oznaczamy
liczbe takich a—wyrazowych ciagow liczb catkowitych, ze suma war-
tosci bezwzglednych wyrazow ciagu nie przekracza b.

Udowodnié, ze f(a,b) = f(b,a).

Informacje dla uczestnika zawoddéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawoddéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.
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4. Niech k,n beda liczbami nieparzystymi wigkszymi od 1. Wyka-
zaé, ze jesli istnieje taka liczba naturalna a, ze

(1) k|2*+1 oraz n|2%—1,
to nie istnieje taka liczba naturalna b, ze
(2) n|2°+1 oraz k|2°—1.

Uwaga: Symbol p | g oznacza, ze liczba calkowita p jest dzielnikiem liczby
catkowitej q.

5. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste a < b. Dowies¢, ze istnieja
takie dodatnie liczby catkowite p,q,r,s, ze a < § < ¢ < b oraz

P+ =r2+ s

6. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Prosta
Al przecina prosta BC' w punkcie D oraz okrag opisany na tréjkacie
ABC w punkcie S # A. Punkt K jest srodkiem okregu wpisanego
w trojkat DS B, a punkt L — w trojkat DSC. Punkt P jest odbi-
ciem symetrycznym punktu [ wzgledem prostej K L.

Wykazaé, ze kat BPC jest prosty.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.



