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Rozwiazania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

6 kwietnia 2016 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Niech p bedzie ustalong liczbq pierwszq. ZnaleZé wszystkie nie-
ujemne liczby catkowite n, dla ktorych wielomian
W(x) =2* —2(n+p)z* + (n —p)?

moze byé zapisany w postaci iloczynu dwoch tréymianow kwadrato-
wych o wspotczynnikach catkowitych.

Rozwiazanie

Zatozmy, ze dla pewnych liczb catkowitych a, b, c, A, B, C' rtownosé

2t —2(n+p)x® + (n—p)? = (az® + bz + ¢)(Az® + Bz + O)

zachodzi dla kazdej liczby z. Po wymnozeniu otrzymujemy
zt—2(n+p)x?+ (n—p)? =

= aAz* + (aB + bA)x® + (aC + bB + cA)z* + (bC + ¢B)x + cC.
Poniewaz rownos$¢ zachodzi dla wszystkich liczb x, wiec wspol-
czynniki przy tych samych potegach zmiennej x po obu stronach
rownosci musza by¢ takie same, czyli aA = 1, aB + bA = 0,
aC +bB+cA=—-2(n+p), bC+cB=0icC = (n—p)? Liczby a
i A sa calkowite, wiec albo a = A =1, albo a = A = —1. Mozemy
przyja¢, ze a = 1 = A, bo w przeciwnym wypadku mozemy zastapic¢
szostke a, b, c, A, B, C szostka —a, —b, —c, — A, —B, —C.

Wobec tego b+ B =0, C—b*+c=—-2(n+p), b(C—c)=0
oraz ¢C = (n — p)?, zatem b = 0 lub ¢ = C.

Jedlib=0,to B=0,C+c=—2(n+p) oraz cC = (n—p)?, wiec
(C—c)?=(C+c)*—4Cc=4(n+p)* — 4(n — p)* = 16np. Liczba
16np okazala sie by¢ kwadratem liczby catkowitej, a to oznacza, ze
istnieje taka liczba catkowita k, ze n = k?p. Wtedy
=2 +p)a®+ (n—p)?=a*—2p(k® + 1)2® +p?(k®* — 1)? =
= (22 = p(k* + 1)) = p*((F* + 1)* = (* — 1)) =
= (22 — p(k* +1))* — 4k?*p® = (2 — p(k + 1)?)(2® — p(k — 1)?) .

Zostal do rozpatrzenia jeszcze jeden przypadek: ¢ = C. Mamy
teraz 2c — b* = —2(n+p) i ¢ = (n — p)?, wiec ¢ = n — p lub
c=p—n. Stad b = 2(c+ p +n), wiec b*> = 4n lub b? = 4p. Liczba
4p nie jest kwadratem liczby catkowitej, bo p jest liczba pierwsza.
Natomiast liczba 4n jest kwadratem liczby catkowitej wtedy i tylko

wtedy, gdy n = k? dla pewnej catkowitej liczby k. W tym ostatnim
przypadku zachodzi réwnosé

' —2(n+p)a®+ (n—p)? = (° + 2k + k* — p)(2* — 2kx + k* — p) .
Reasumujac: wielomian W jest iloczynem dwoéch trojmianow kwa-
dratowych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba catkowita k,
zen=p-k*lubn=k%0

3. Dane sq dodatnie liczby caltkowite a 1 b. Przez f(a,b) oznaczamy
liczbe takich a—wyrazowych ciagow liczb catkowitych, Ze suma war-
tosci bezwzglednych wyrazow ciggu nie przekracza b.

Udowodnié, ze f(a,b) = f(b,a).

Rozwigzanie

Przyjmijmy dodatkowo, ze f(a,0) = 1 dla kazdej liczby catkowitej
a > 0 — to liczba a—elementowych ciagéw o sumie 0. Zauwazmy, ze
f(1,b) = 2b+1 — ciagi jednowyrazowe mozna wypisa¢ (zob. nizej).
Mamy réwniez f(a,1) = 2a + 1, bo ciagéw dtugosci a, w ktérych
liczba 4+1 wystepuje dokladnie jeden raz jest 2a, do nich dochodzi
ciag ztozony z samych zer. Wykazalismy, ze dla kazdej liczby catko-
witej ¢ > 0 zachodzi réwnosé¢ f(1,¢) = f(c, 1).

Teraz zastosujemy indukcje wzgledem a + b.

Ciag a-wyrazowy mozna otrzymaé z clagu (a — 1)-
wyrazowego dopisujac na koncu jedna sposréd nastepujacych
liczb: 0,+1,£2,43,...,4+b, w zalezno$ci od tego jaka jest suma
ciagu (a — 1)-wyrazowego. Prowadzi to do nastepujacego wzoru
rekurencyjnego (dla a > 1):
fla,b) = fla—1,b) +

+2(fla=1,b—1)+ f(a=1,b—2)+ f(a—1,b—3)+...+ f(a—1,0)).

7 otrzymanej zaleznosci wynika nastepujaca réwnosé

fla,b) = fla=1,b)+ fla—1,b—1)+ (fla—1,b—1) +
+2(fla=1,0=2)+ fla—1,b=3)+...4 fla—1,0))) =

=fla—1,b)+ fa—1,b—1)+ f(a,b—1).

Z ostatniej formuty wynika, ze jesli f(x,y) = f(y,z), gdy

r+y<a+b, toréwniez f(a,b) = f(b,a). O



2. Okrag w o $rodku I wpisany w czworokat wypukly ABC'D jest
styczny do boku AB w punkcie M, a do boku C'D — w punkcie N,
przy czym <BAD + <SADC < 180°. Na prostej MN wybrano taki
punkt K # M, e AK = AM. Dowie$¢, zZe prosta ID przechodzi
przez $rodek odcinka K N.

Rozwigzanie

Skoro <BAD + <ADC < 180°, to proste AB i C'D przecinaja sie
w punkcie X lezacym po tej samej stronie prostej M N, co punkty
BiC.Kat <XMN jest ostry (poniewaz jest katem przy podstawie
trojkata rownoramiennego X M N), wiec kat <N M A jest rozwarty.
Stad wynika, ze punkt M lezy pomiedzy punktami K i N.

Z réwnoramiennosci trojkatow AMK i XMN wynika, ze
IMKA=SAMK = SXMN = <MNX, wobec tego AK || CD.
D

Y

Niech Y bedzie punktem przeciecia prostych AK i DI, za$
L — punktem stycznos$ci odcinka AD z okregiem w. Punkty
K, Y leza na prostej AK po tej samej stronie punktu A,
bo dwusieczna DI~ i polprosta AK™ leza po tej samej stro-
nie prostej AD. Wtedy YADY = <Y DC = <DYA, bo
DI jest dwusieczna kata <ADX 1 AK ||CD. Wobec tego
AY = AD = AL+ LD > AL = AM = AK, wiec punkt K lezy

miedzy punktami AiY.

Wtedy AL = AM oraz DL = DN. Wobec tego zachodza réwnosci
DN =DL=AD — AL=AY — AM = AY — AK = KY.

Oznaczmy punkt przeciecia prostych M N i DI przez Z. Trojkaty
DNZ i YKZ sa podobne, bo maja takie same katy (XKZY =
INZD oraz <ZDN = <ZYK). Jednakze DN = KY, wiec
trojkaty te sa przystajace. Stad NZ = ZK, co oznacza, ze 1D
przechodzi przez srodek odcinka K'N. [J



Rozwiazania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

7 kwietnia 2016 r. (drugi dzien zawodéw)

4. Niech k,n bedaq liczbami nieparzystymai wiekszymi od 1. Wykazac,
ze jesli istnieje taka liczba naturalna a, Ze

(1) E|2*+1 oraz n|2*—1,
to nie istnieje taka liczba naturalna b, zZe
(2) n|2°4+1 oraz k|2°—1.

Uwaga: Symbol p | ¢ oznacza, ze liczba calkowita p jest dzielnikiem liczby caltkowitej g.
Rozwigzanie
Zatézmy, ze warunki (1) i (2) sa spelnione jednoczesnie. Kazdy
wspélny dzielnik liczb k i n dzieli liczbe 2* + 1 — (2* — 1) = 2,
wiec k i n — jako nieparzyste — sa wzglednie pierwsze.

Niech « oznacza najmniejsza dodatnia liczbe catkowita, dla kto-
rej k| 2% — 1, za$§ § — najmniejsza dodatnia liczbe catkowita, dla
ktorej n | 29 — 1. Jesli p > 1 jest liczba calkowita, to

k| (20 —1)(2WDa y2w=Da 4 420 4 1) =200 — 1,

Niech m > 0 bedzie liczba calkowita, a o — reszta z dziele-
nia m przez o: m = pa + o, gdzie p = 01 0 < p < a. Wtedy
k|2¢(2r —1) =2™ — 2¢ wiec liczby 22 i 2™ daja te sama reszte
z dzielenia przez k. Wynika stad w szczegdlnosci rownowaznoscé
k2™ —1<= a|m.

Niech ¢ > 0 bedzie taka liczba catkowita, ze a = ca + v dla
pewnej liczby v € {0,1,2,...,a — 1}. Poniewaz k | 2% + 1, wiec
k| 2097 — 27 + 27 + 1, zatem k | 27 4+ 1. Oczywiscie v > 0
1 k|22 —1=(27+1)(2" — 1), wiec a | 2y < 2a — 2, czyli a = 27.
W taki sam sposéb wykazujemy, ze jesli 0 jest reszta z dzielenia b
przez 3,to B =201in|2° + 1.

Zachodzi réwnosé¢ a = ca+vy = v(2c¢+1). Podobnie b = df+ 4§ =
=0(2d + 1), gdzie d > 0 jest taka liczba catkowita, ze b = df + 4.

Poniewaz n | 2° — 1, wiec 20 = 3 | a = v(2¢ + 1). Widzimy
réwniez, ze k| 2 — 1, wiec 2y = a | b = §(2d + 1). Stad wynika,
ze 496 | v0(2¢ +1)(2d 4+ 1), zatem 4 | (2¢+ 1)(2d + 1). Otrzymana
sprzeczno$é¢ dowodzi, ze warunki (1) i (2) nie moga by¢ spelnione
rownoczesnie . [
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5. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste a < b. Dowiesé, ze istniejq

takie dodatnie liczby calkowite p,q,r,s, ze a < g < L < b oraz

P+q=r?+s%
Rozwigzanie
Niech z, y beda dowolnymi liczbami wymiernymi z przedziatu (0, 1).

Woéwezas liczby dodatnie

1—a? 2 C1—y? 2
W w=1re "Sira “Tirg T iig
tez sa wymierne, a przy tym u?+v? =1, w?+ 22 = 1. Zapiszmy

te cztery liczby wymierne jako utamki o wspélnym mianowniku:
(2) u:g, vzg, w:i, r=L.
D D D D
Widzimy, ze p?+ ¢* = D? =%+ s?; liczby naturalne p, ¢ r, s
spelniaja wiec rOwnos¢, postulowana w tresci zadania.
Trzeba jeszcze zadba¢ o nieréwnosci a < g < T <b, czyli
2x 2y
(3) a<1_:)32<1_y2
Srodkowa nieréwno$é jest spelniona, gdy x < y. Pozostate dwie:
ar’+2x—a>0 oraz by’+2y—b<0

sa spetnione (w liczbach dodatnich z,y), odpowiednio, dla

>\/1+a2—1_ VIi+br -1

< b.

(4) c A oraz Yy < 5 . B.
Jasne, ze A > 0, B < 1. Ponadto A < B, skoro
Vit+a2—1 1 1
A=Yl ¢ 3

= — <
a vite+l gl Jlaiyl

Przedziat (A, B) jest wiec niepusty i jest zawarty w przedziale (0, 1).
Istnieje wobec tego nieskonczenie wiele par utamkow §> £, 0 ja-
kie chodzi w zadaniu. Wystarczy bowiem wybra¢ z przedziatu
(A, B) dowolne dwie rézne liczby wymierne z, y: A < x <y < B;
a nastepnie okresli¢ liczby wymierne u, v, w, z wzorami (1) i zapisaé
je w formie (2); spelniona bedzie réwnosé p? + ¢®> = r? + s*> oraz
nieréwnosci (4), wiee i nieréwnos¢ (3), czyli a <2 <1 <b.

Uwaga. Przedstawione rozumowanie ma wyrazista interpretacje
trygonometryczna: liczby dodatnie u, v, spelniajace réwnanie



u? +v? = 1, dadza sie zapisa¢ jako kosinus oraz sinus pewnego kata
ostrego a.. Wzory (1) to wowczas znane ich wyrazenia przez x = tg §.
Dociekliwy czytelnik dostrzeze, ze tre$¢ zadania wyraza
nastepujacy fakt algebraiczno—geometryczny: na kazdym tuku
okregu o réwnaniu u? + v? = 1 znajduja sie punkty (a nawet nie-
skonczenie wiele punktéw) o obu wspétrzednych wymiernych.
Ostatnie stwierdzenie mozna wywnioskowaé tez z tego, ze jesli
cos a, sina, cos (3 i sin (3 sa liczbami wymiernymi, to liczby
cos(a+ ) = cosacos f —sinasin 3 oraz
sin(a + 3) = sin acos 3 + cos asin 3
sa wymierne. Niech cosa, = 22;} oraz sin o, = ng_”H dla pewnej
liczby catkowitej n > 0. Wtedy dla kazdej liczby catkowitej k& > 0
cos(kay,) i sin(ka,) sa wymierne. Dla kazdej liczby € > 0 istnieje

taka liczba naturalna n, ze \/(Zijr} — 12+ (%)% = \/ni——i-l < e

Obroty nie zmieniaja dtugosci odcinkéw, wiec odlegltosé punktdw
(cos(kaw,),sin(kay,)) 1 (cos((k + 1)ay,),sin((k + 1)ay,)), réwna odle-
glodci punktéw (1,0) 1 cos(a,, sin(ay,), jest mniejsza od ﬁ, wiec
te punkty wyznaczaja tuki oparte na cieciwach o dtugosci mniejsze;j
niz Wng U

6. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Prosta
Al przecina prostqa BC' w punkcie D oraz okrag opisany na trojkacie
ABC w punkcie S # A. Punkt K jest srodkiem okregu wpisanego w
trojkat DSB, a punkt L — w trojkat DSC'. Punkt P jest odbiciem
symetrycznym punktu I wzgledem prostej K L.

Wykazaé, ze kqt BPC' jest prosty.

Rozwigzanie

Niech X # S bedzie punktem przeciecia prostej SK z okregiem opi-
sanym na trojkacie ABC'. Poniewaz katy wpisane oparte na tukach
tej samej dtugosci sa réwne, prosta AS jest dwusieczna <BAC,
a prosta K S jest dwusieczng XASB, wiec

IBXS =<4BAS = <SAC = <SXC oraz <ISX = <XSB.

Stad wniosek, ze punkty [ i B sa symetryczne wzgledem prostej SX.
W szczegolnosci KI = K B. Ponadto, skoro P i I sa symetryczne
wzgledem prostej KL, to KI = KP. Zatem punkty I, B, P leza na
okregu o $rodku K.

XIPB = %<IIKB =JIXKB =180°— <BKS =

=JISBK + <KSB = %(<ESBD + <DSB).

Analogicznie dowodzimy, ze <CPI = $(<CSD + <DCS). Ko-
rzystajac z powyzszych rownosci oraz z tego, ze suma katéw
wewnetrznych trojkata BC'S wynosi 180°, otrzymujemy
SCPB =<IPB+ JCPI =

= 3(XSBD + <DSB+ «CSD + «DCS) = 5 -180° = 90°. [




