LXVIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
I seria: 1 wrzesnia — 30 wrzesSnia 2016 r.

1. Rozstrzygnaé, czy istnieja takie trzy rézne, niezerowe liczby rzeczywiste
a, b, c, ze sposrod liczb

a+b b+c c+a
a?+ab+b2" bV24+bc+ 2 2+ ca+a?

pewne dwie sa réwne, a trzecia jest od nich rézna.

2. W skrzyni znajduje sie¢ 2017 kul. Na kazdej kuli napisana jest doktadnie
jedna liczba catkowita. Losujemy ze zwracaniem dwie kule ze skrzyni i do-
dajemy napisane na nich liczby. Udowodni¢, ze prawdopodobienstwo otrzy-
mania parzystej sumy jest wieksze niz %

3. Odcinki AD, BFE sa wysokosciami trojkata ostrokatnego ABC'. Punkt M
jest srodkiem odcinka AB. Punkty P, () sa symetryczne do punktu M odpo-
wiednio wzgledem prostych AD, BE. Wykaza¢, ze srodek odcinka DE' lezy

na prostej PQ.

4. Niech t bedzie liczba z przedziatu (0,1). Udowodnié, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnosé

2t
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(la] + o) -

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpézniej dnia

30 wrzesnia 2016 r.
(decydugje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedq rozpatrywane.
Rozwiazanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu pierwszej jego strony:
imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektronicznym oraz klasq, nazwa
szkoly i jej adresem.



LXVIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
II seria: 1 pazdziernika — 31 pazdziernika 2016 r.

5. Wykazac, ze istnieje liczba naturalna n, ktéra ma wiecej niz 2017 dziel-
nikéw d spetniajacych warunek

vn <d<1,01yn.

6. W balu uczestniczyto 20 kawalerow i 20 dam. W kazdym z 99 tancow tan-
czyta doktadnie jedna para, za kazdym razem inna. W kazdej parze tanczyta
dama z kawalerem. Dowies¢, ze istnieje takich dwoch kawaleréw i takie dwie
damy, ze kazdy z tych dwoch kawaleréw zatanczyt z obiema tymi damami.

7. Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i C'D. Symetralna boku AD
przecina odcinek BC' w punkcie E. Prosta rownolegta do prostej AE, prze-
chodzaca przez punkt C', przecina odcinek AD w punkcie F. Dowies¢, ze

SAFB = SCFD.

8. Dane sa liczby calkowite a,b,c. Udowodnié¢, ze istnieje taka dodatnia
liczba catkowita n, ze liczba n® + an? + bn + ¢ nie jest kwadratem liczby
catkowitej.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpézniej dnia

31 pazdziernika 2016 r.
(decydugje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedq rozpatrywane.
Rozwiazanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu pierwszej jego strony:
imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektronicznym oraz klasq, nazwa
szkoly i jej adresem.



LXVIII Olimpiada Matematyczna
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zawodow stopnia pierwszego
IIT seria: 1 listopada — 30 listopada 2016 r.

9. Wykaza¢, ze rownanie
(22 +2y°)" =2 (2 +2t%)° =1
ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach catkowitych z, vy, z, t.

10. Dla ustalonej dodatniej liczby catkowitej n rozwazamy réwnanie
1+ 229+ ...+ nx, =n,
w ktorym niewiadome xq,...,x, moga przybiera¢ wartosci catkowite nie-
ujemne. Dowiesé, ze to réwnanie ma tyle samo rozwiazan (z1,...,x,), spel-
niajacych warunek
(1) dla kazdego k € {1,...,n—1}: x>0 lub 441 =0,

ile ma rozwiazan (zy,...,zy), spetniajacych warunek

(2) dla kazdego k € {1,...,n}: =0 lub z,=1.

11. Odcinek AD jest wysoko$cia trojkata ostrokatnego ABC. Punkt E
jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta AB, a punkt F' jest rzutem
prostokatnym punktu D na prosta AC. Punkt M jest srodkiem odcinka AB,
a N — srodkiem odcinka AC'. Proste M F, EN przecinaja sie w punkcie S.
Dowies¢, ze srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC' lezy na prostej SD.

12. Niech a bedzie taka liczba rzeczywista, ze tg(a-m) = v/2. Rozstrzygnaé,
czy « musi by¢ liczba wymierna.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpézniej dnia

30 listopada 2016 r.
(decydugje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedq rozpatrywane.
Rozwiazanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu pierwszej jego strony:
imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektronicznym oraz klasq, nazwa
szkoly i jej adresem.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewddztwa pomorskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego,
ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

Dla wojewddztwa $laskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego,
ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewddztwa matopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego,
ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakdw.

Dla wojewddztwa lubelskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej

— Zaklad Rachunku Prawdopodobienstwa pok. 810, Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Marii Curie-Sklodowskiej,

pl. Marii Curie-Sktodowskiej 1, 20-031 Lublin.

Dla wojewodztwa t6dzkiego i $wietokrzyskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Ma-
tematycznej — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu L.odzkiego,
ul. Banacha 22, 90-238 ¥6dz.

Dla wojewddztwa wielkopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza,
ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.

Dla wojewddztwa podkarpackiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Katedra Matematyki Politechniki Rzeszowskiej,
al. Powstancéw Warszawy 8, 35-959 Rzeszéw.

Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego: Komitet Okregowy Olim-
piady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczecinskiego,
ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Dla wojew6dztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
— Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Toruf.

Dla wojewédztwa mazowieckiego i podlaskiego: Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk,
ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewodztwa dolnoslaskiego i opolskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego,
pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé
w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



