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Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego

I seria: 1 wrzesnia — 30 wrzesSnia 2016 r.

1. Rozstrzygnac, czy istnieja takie trzy rozne, niezerowe liczby rze-

czywiste a, b, ¢, ze sposérod liczb
Y T a+pb b+c c+a

a?4+ab+ b’ V2+bc+c? 2+ ca+ a?
pewne dwie sa réwne, a trzecia jest od nich rézna.

Autor zadania: Kamil Rychlewicz

Rozwigzanie

Zachodzi réwnosé¢ (a + b)(b* + be + %) — (b+ ¢)(a® + ab + b?) =
=0(a+b—b—c)+cla+b)(b+c)—alb+c)(la+b)=
=(c—a)((a+b)(b+c)—b?) = (c—a)(ab+ bc + ca).

Wobec tego

atb  b+c  (c—a)(ab+bc+ca)
a?4ab+ b2 b2 +bc+c2 (a2 +ab+ b2) (b2 + be + c2)
Analogicznie

b+c  c+ta  (a—b)(ab+bc+ca) ora
Rtbct Etcatal (BAbctA)(Eteata) o

cta  at+b  (b—c)(ab+bc+ca)
2d+cata? a?+ab+b?  (2+cata?)(a®+ab+b2)

Jesli wiec zachodzi rownos¢ ab+bc+ca = 0, to wszystkie trzy liczby sa
rowne. Jesli ab+ be+ ca # 0, to z zalozenia, ze a # b # ¢ # a wynika,

a+b
a? +ab+b?

a+b b+c

. 7& c+a
z7e
a2+ab+b* " b2+ bc+ c?

c? +ca+ a?

£

a+b b+c cta S
a?+ab+b%7 b2+bctc?’  c2+cata? &

Wobec tego jesli dwie sposrod liczb
rowne, to trzecia tez. [

Rozwiqzanie drugie

a+b _ b+c a?=b® __ b2-c?
a?4ab+b2 — b24betc ad3—b3 ~ b33

liSmy oba utamki, a z tej rownosci wynika, ze

Z roéwnosci s wynika, ze — TOZSZErzZy-

a+b _a?=b? _ bvP=c? _ a?—bP4b2—c? _ aP—c? a+c
a?4+ab+b2 — a?—-b3 T b3—c T ad3-b3+4b3—cd T T a?+actce??

wiec jesli dwie sa réwne, to trzecia tez. ,Po drodze” skorzystalismy
. w o__ Y w o w+y AT

z tego, ze ¥ =4 &= ¥ = jeslix #0, 2#0, x+2#0. 0

z 4z

a3 _c3

2. W skrzyni znajduje sie 2017 kul. Na kazdej kuli napisana jest do-
ktadnie jedna liczba catkowita. Losujemy ze zwracaniem dwie kule ze
skrzyni i dodajemy napisane na nich liczby. Udowodni¢, ze prawdo-
podobienstwo otrzymania parzystej sumy jest wieksze niz %

Autor zadania: Mariusz Skatba

Rozwigzanie

Niech n oznacza liczbe tych kul, na ktorych jest napisana liczba nie-
parzysta, a p — liczbe kul, na ktorych jest napisana liczba parzysta.
Par (uporzadkowanych) kul, na ktérych napisane zostaly liczby tej
samej parzystosci jest n? + p?, a par, na ktérych napisano liczby o
roznej parzystosci, jest 2np, wiec prawdopodobienstwo otrzymania
parzystej sumy jest réwne %, a nieparzystej 23%. Zauwazmy, ze
n # p, gdyz suma tych dwu liczb catkowitych jest réwna 2017, za-
tem jedna z nich jest nieparzysta, a druga parzysta. W takim razie

n2+4p? > 2np
20172 20172

n? +p* —2np = (n — p)* > 0, wobec czego Tak wiec

. foy n2Ap? 2np _ (n4p)?® _ 20172 _ : o, 4/
7 TOWNOSCL Garmr + 55102 = 5177 = Sz = 1 Wynika nieréwnosc
n?+p? 1
20172~ 2 n




3. Odcinki AD, BFE sa wysokosciami tréjkata ostrokatnego ABC.
Punkt M jest $rodkiem odcinka AB. Punkty P, ) sa symetryczne
do punktu M odpowiednio wzgledem prostych AD, BE. Wykazaé, ze
srodek odcinka DFE lezy na prostej P(Q).

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie

Poniewaz M jest srodkiem odcinka AB i1 MP1AD, wiec MP || BC.
Stad i z twierdzenia Talesa wynika, ze prosta M P przecina odcinek
AD w jego srodku.

Czworokat AM D P jest wiec rombem. Podobnie czworokat BM E(Q)
jest rombem. Wynikaja stad réwnosci EQQ = MB = AM = PD
i zaleznosci EQ || MB || AM || PD. Jedli odcinki PD i EQ leza
na jednej prostej, to teza jest spetlniona. Jesli te odcinki nie leza na
jednej prostej, to czworokat PDQFE jest réwnolegtobokiem i wtedy
przekatna DFE przecina przekatna P() w punkcie dzielacym kazda z
nich na potowy i teza tez jest spetniona.




4. Niech t bedzie liczba z przedziatu (0,1). Udowodnié, ze dla do-

wolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnos¢
2t
la+ (1 +1)b] + [a+ (1 —t)b] > Sl (la] +10]).

Autor zadania: Michal Strzelecki
Rozwigzanie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b i t € (0,1) zachodza nier6w-
nosci:
la+ 1 +t)b|+la+(1—=t)b = |la+(1+t)b+a+ (1 —-1t)] =
= 2|a + b| = 2|a|] — 20|

oraz
la+ (14+t)b] + la+ (1 —t)b| =

=la+(14+t)b|+|—-a—(1—1)b| = |a+ (14+1)b—a— (1 —1t)b| = 2t|b|.
Otrzymujemy wobec tego
(1) Ja+ (14+t)b|+ |a+ (1 —t)b] = 2|a| — 2|b|
oraz
(2) Ja+ (1 4+t)b]+|a+ (1 —1t)b] > 2t|b].

Dodajac do nieréwnoéci (1) pomnozonej przez 5— nieréwnosé (2)

2+t
pomnozona przez 2%1& otrzymujemy
|a+(142)b]+|a+(1—t)b| > 35 (2]a|—=2[b])+ 5% -2t]b] = 2 (Ja] + b)),

czyli teze. [

IT seria: 1 pazdziernika — 31 pazdziernika 2016 r.

5. Wykazaé, ze istnieje liczba naturalna n, ktéora ma wiecej niz 2017

dzielnikéw d speliajacych warunek

Vn <d < 1,01y/n.

Autor zadania: Mariusz Skatba
Rozwigzanie

Niech k bedzie taka liczbe naturalna, ze

(%)2017 _ (1 + %)2017 < 1’01

Nieréwno$¢ ta moze by¢ przepisana w formie

1
T 0T — 1

% < /1,01 =1 czyli k>
wiec taka liczba k istnieje.
Przyjmijmy n = (k(k 4+ 1))>*""". Wéwczas
Vi = (k(k + 1))2017 < BN (f 4 1)2008 < 205 (4 1)2009
< ]{7(]{7—0— 1)4033 < (/{7—0— 1)4034'

4034=J " odzie j < 2017 oznacza

Liczby w tym ciagu sa postaci k?(k+1)
nieujemna liczbe catkowita. Kazda z nich jest dzielnikiem liczby n
oraz spelnia zadane oszacowanie:

ka1 ) 2017—j

ik s = v (21

E+1

2017
<ﬁ-<—k ) <1,01vn.

Dowod zostat zakonczony. [



6. W balu uczestniczyto 20 kawalerow i 20 dam. W kazdym z 99 tan-
cow tanczyta doktadnie jedna para, za kazdym razem inna. W kazdej
parze tanczyta dama z kawalerem. Dowie$¢, ze istnieje takich dwoch
kawalerow i takie dwie damy, ze kazdy z tych dwéch kawalerow za-
tanczyt z obiema tymi damami.

Autor zadania: Nguyen Hung Son

Rozwiqzanie

Tanczyto 20 dam: Dy, Do, ..., Doyg. Mozna z nich utworzy¢ (220) = 190
par (nieuporzadkowanych). Kazdy z kawaleréw Ky, Ko, ..., Ko tan-
czyt z pewna liczba dam. Przyjmijmy, ze z kawalerem K; zatanczyto

ki(k;—1)
2

k; dam. Z nich mozna utworzy¢ par (jest tak réwniez dla

k; = 0 oraz k; = 1). Wszystkich par dam mozna wiec utworzy¢

ki(kiy —1) | ko(ko —1)  kz(kz—1) kao(keo — 1)
gt gt
Tancéw byto 99, zatem ki + ko + k3 + ... + koo = 99. Zauwazmy, ze
T(ki(k1 = 1) 4 ka(ka — 1) + ... 4 kog(koo — 1)) =
= %((kl —4)(k1 —5) + (ky —4)(ka = 5) + ... + (k2o — 4) (k20 — 5) +
+8(k1 + ko + ... + ko) — 20-20) =
= 5((k1 = 4)(ky = 5) + (ks = 4) (k2 = 5) + ... +
+ (kao — 4) (kg0 — 5) +8-99 — 20 - 20) =
= 5 (b = ) (ks = 5) + (ks = 4) (k2 = 5) + ... +
+ (koo — 4) (koo — 5) + 392) > 196,
(z — 4)(z — 5)
tylko dla z € (4,5), zatem dla kazdej liczby calkowitej & mamy
(k—4)(k—5) > 0. Stad i z nieréwnosci 196 > 190 wynika, ze pew-

nym dwom kawalerom odpowiada ta sama para dam, a to wtasnie jest

bo wyrazenie przyjmuje wartosci ujemne

teza twierdzenia, ktore nalezalo uzasadnic¢. [J

Uwaga — zagadka. Gdybysmy zaltozyli, ze odbyto 98 tancow, teza
tez bylaby prawdziwa, nieréwno$¢ 196 > 190 zastapiliby$my taka
192 > 190. A jak bytoby, gdyby taiicow byto jedynie 977

7. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D. Symetralna
boku AD przecina odcinek BC w punkcie E. Prosta rownolegla
do prostej AFE, przechodzaca przez punkt C, przecina odcinek AD

w punkcie F'. Dowies¢, ze

JAFB = <4CFD.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie

Niech G oznacza punkt wspolny prostych AE i DC', a H — punkt

wspolny prostych DE i AB. Trojkaty ABE i GCE sa podobne, bo

GC _ AB

proste AB i GC' sa réwnolegte, zatem %z = %Zp. Podobnie z podo-

bienstwa trojkatow BHE i C'DE wynika réwnosé g—g = %. Ponadto
?—‘g = %, bo proste F'C'i AE sa réwnolegle. Z tych réwnosci wnio-
skujemy, ze

AF _ GC _ GC . EC _ AB _EB _ AB

FD~— CD~ EC CD~ EB BH  BH®
Stad i z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze
proste BF i DFE sa rownolegte, wiec <AFB = JADE. Punkt E
lezy na symetralnej odcinka AD, zatem <ADE = <DAFE i wreszcie
IDAE = <DFC, bo proste AE i F'C sa réwnolegte. Z ostatnich
trzech rownosci wynika, ze katy AF B i1 DFC sa rowne. Teza zostata

wykazana. []



8. Dane sa liczby catkowite a, b, c. Udowodni¢, ze istnieje taka dodat-
nia liczba calkowita n, ze liczba n® 4+ an? + bn + ¢ nie jest kwadratem
liczby caltkowitej.

Autor zadania: Nguyen Hung Son
Rozwigzanie
Zatozmy, whrew tezie zadania, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 0
wartoé¢ wyrazenia n? + an? + bn + ¢ jest kwadratem liczby catkowi-
tej. Istnieja wiec takie liczby catkowite k, ¢, m,n, ze
l+a+b+c=k,
8+4da+2b+c=10*,
27+9a+3b+c=m?,

64+ 16a +4b +c = n>.
Po odjeciu stronami pierwszej rownosci od trzeciej i drugiej od czwar-

tej otrzymujemy
m? —k*=26+8a+2b oraz n:—1*=56+12a+ 2b.

Liczby m? — k? i n? — (? sa wiec parzyste. Z réwnoéci

m? —k?=(m—k)(m+k)
wynika, ze co najmniej jeden z czynnikéw m —k, m+ k jest parzysty.
Poniewaz ich suma m — k + m + k = 2m jest parzysta, wiec drugi tez
jest parzysty, zatem liczba m? — k? jest podzielna przez 4. Podobnie

liczba n? — £2. Wobec tego przez 4 dzieli sie liczba
n?—0?—(m?—k?*) = 56+12a+2b—(264+8a+2b) = 30+4a = 4(a+7)+2.
Jednak ona z dzielenia przez 4 daje reszte 2. Otrzymana sprzecznosé

konczy dowdd. [J

III seria: 1 listopada — 30 listopada 2016 r.

9. Wykaza¢, ze rownanie

(22 + 252" -2 (2 +212)" =1
ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach catkowitych z,y, 2, .
Autor zadania: Mariusz Skatba

Rozwiqzanie

Zachodzi réwnosc
(12+2-12—-2-(0*+2-1%)*=1,

wiec czworka (1,1,0,1) jest rozwiazaniem réwnania.

Zalézmy nastepnie, ze dla czworki (x, y, z,t) nieujemnych liczb cal-
kowitych spetnione sa warunki u = 2% + 2y? > 0, v = 22 + 2t > 0
oraz u® — 2v? = 1. Wtedy

(u? + 20%)? — 2(2uwv)? = (u® — 2032 =1

oraz 2uv = 2(z* + 2y?)(2? + 2t?) = 2022% + 4y?22 + 42*t? + 8y*t? =
=(2xt —2y2)? 4+ 2(xz+2yt)?, wiec czwoérka nieujemnych liczb catkowi-
tych (u,v,2|xt — yz|, xz + 2yt) tez spelia réwnanie. Nie pokrywa sie
ona z czworka (x,y, z,t), bo zachodzi nieréwnosé u > z, gdyz v > 0,
wiec u? > 1, zatem v > 1 czyli # > 1 lub y > 0. Zachodza tez nieréw-
nosci  ur+202 >0 i |20t —2yz|? + 2(xz + 2yt)? = 2uv > 0.
Mozna wiec powtorzy¢ rozumowanie (indukcja) i w ten sposob wska-
za¢ nieskonczenie wiele réznych rozwiazan w liczbach catkowitych ba-
danego réwnania. [

Uwaga. Réwnanie r2 — ds? = 1, z parametrem catkowitym d > 0
i niewiadomymi 7, s, zwane rownaniem Pella, jest dobrze zbadane.
Wiadomo jak wygladaja jego rozwiazania w liczbach catkowitych.
W zadaniu d = 2, ale od rozwiazan wymagana jest dodatkowa
wlasnosé: liczby catkowite 7, s maja by¢ bardzo szczegdlnej postaci.

Mozna udowodnié¢, ze jesli r,s > 0 i r? — 252 = 1, to istnieje taka



dodatnia liczba catkowita n, ze r = 3((3 + 2v2)" + (3 — 2v/2)"),
as=57((3+2v2)" —(3-2v2)"). Liczba
r=1B+2v2)"+B-2v2)") = L((1+v2)") + ((1-v2)")*) =
=1((p+ q\/§)2 + (p— qx/§)2) = p? + 2¢* jest odpowiedniej postaci:
tu p, ¢ sa takimi liczbami catkowitymi, ze (1 + \/5)” = p+qV2, wiec
(1 —V2)" = p — ¢V2. Jednak tego samego nie mozna powiedzie¢
o liczbie s = %ﬁ((p + qﬂ)2 — (p - q\/§)2) = 2pq — ona nie musi
by¢ tej postaci. W rozwiazaniu wykazaliSmy, ze jesli n jest potega
liczby 2, to liczby r,s sa postaci z? + 2y%. Autor zadania potrafi
dowies¢, ze dla n = 257, wiec nie dla potegi dwojki, ta liczba tez jest
postaci 2% + 2y%. W tym wypadku liczba

p = 118119373866 262 081 485223 899617 886 417 593 271 902 402 645
222441921 910431040 354 300 019 446 804 767 966 058 309 121 jest
pierwsza a liczba ¢=1 640 689- 623 700 659 351 936 833 - 81 621 330 294
770651 861 320 888 171 562 587 614 620 304 100 785 844 883 920 376 945
100294097 jest iloczynem trzech liczb pierwszych. Kazda z tych
czterech liczb pierwszych z dzielenia przez 8 daje reszte 1, a niepa-
rzysta liczba pierwsza, ktora z dzielenia przez 8 daje reszte 1 lub 3
moze by¢ zapisana w postaci 2 + 2y? (w odréznieniu od pozostatych

nieparzystych liczb pierwszych). O

10. Dla ustalonej dodatniej liczby catkowitej n rozwazamy réwnanie

1+ 229+ ...+ nx, =n,
w ktorym niewiadome xq,...,x, moga przybiera¢ wartosci catko-

wite nieujemne. Dowies¢, ze to réwnanie ma tyle samo rozwiazan
(x1,...,%,), spelniajacych warunek
(1) dla kazdego k € {1,...,n—1}: x>0 lub xp; =0,

ile ma rozwiazan (zi,...,zn), speliajacych warunek

(2) dla kazdego k € {1,...,n}: z, =0 lub z; = 1.
Autor zadania: Marcin Kuczma
Rozwigzanie

Rozwazajmy ciagi (x1,...,x,) o wyrazach calkowitych nieujemnych

(niekoniecznie spelniajace rownanie z1 + 2x9 + ... + nx, = n), o0 su-
mie wyrazéw nie przekraczajacej n. Warunek (1) oznacza, ze ciag
(x1,...,x,) ma do pewnego miejsca wyrazy dodatnie, a po nich zera.
Wezmy dowolny taki ciag (z1,...,2m,0,...,0); 1 < m < n; xp >0
dla k > m. Niech s; = x; + ... + x,,. Wowczas

(3) $51>...>8,>0=5,41=8ni2=...= S,

Kazdemu ciagowi ciagiem (xi,...,x,) przypisaliémy jeden ciag
(S1,...,8,). Kazdemu ciagowi (S1,S2,...,Sm,Smils---,Sn), KtOry
spelia warunek (3) odpowiada doktadnie jeden ciag (x1,xo, ..., z,),

ktorego pierwszych m wyrazow to dodatnie liczby catkowite, po kto-
rych nastepuja zera: r1 = $1 — S, g = So — S3,. .., Tn_1 = Sp_1 — Sn,
Ty = Sy. Teraz ciagowi (S1,...,8m,0,...,0), przypisujemy ciag zero-
jedynkowy (yi,...,y,) wpisujac jedynki na miejscach o numerach
81,82, ..., Sm, tzn. ys, = 1, a na pozostatych miejscach 0. Na przyktad,
= x4 = 0,
tos; =24+54+4=11,8=54+4=9,53 =4, 54 = S5,...,50 = 0.
Wtedy y11 = yo = y4 = 1 oraz y; = 0 dla i ¢ {4,9,11}, wiec z ciagu
(2,5,4,0,...,0) powstaje ciag (0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,0,...,0).
—— ——

21 zer 13 zer
Procedura ta jest odwracalna. Z ciagu (v, - . .

jeslinm =24, 1 = 2,29 =5, x3 =4 oraz x4 = x5 = ...

, Yn) ztozonego z zer
i jedynek tworzymy ciag si,s2,...,S, Wypisujac kolejno numery je-

dynek w danym ciagu w kolejnosci malejacej, a po nich zera.

Wystarczy teraz wykazaé, ze albo oba ciagi (x1,z2,...,7,)
oraz (y1,Y2...,Yn) Speiiaja za;dane réwnar;ie, albo oba go nie
spetniaja. Zachodzi rownos¢ ijj = Zsi, bo jy; = J,
gdy y; = 1 1 wtedy j:sij:élla odpowiie:éniego 1. Poza tym
Zsi = Z <Zxk> = kak Dowod zostat zakonczony. [
i=1 =1 \ k=i k=1

11. Odcinek AD jest wysokoscia trojkata ostrokatnego ABC. Punkt
E jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta AB, a punkt F jest
rzutem prostokatnym punktu D na prosta AC. Punkt M jest $rod-



kiem odcinka AB, a N — $rodkiem odcinka AC'. Proste MF, EN
przecinaja sie w punkcie S. Dowies¢, ze srodek okregu opisanego na
trojkacie ABC' lezy na prostej SD.

Autorzy zadania: Dominik Burek i Tomasz Ciesla

Rozwigzanie

Poniewaz w zadaniu wystepuja w zasadzie jedynie proste lub odcinki,
proste do nich prostopadte i proste przechodzace przez dwa punkty,
wiec najpierw zadanie rozwiazemy analitycznie.

Bez straty ogoélnosci mozna przyjac¢, ze wierzchotkami trojkata
sa punkty A = (0,2), B = (2b0), C = (2¢0) i
b<0<ec Wtedy D =(0,0). Roéwnanie prostej AB wyglada
tak: =+ by = 2b, zatem réwnanie prostej DFE tak: br —y =0.
Niech E = (zg,yr). Rozwiazujac ten uklad réwnan otrzymujemy

2 . 2 :
Tp = ﬁ—bbz, yg = brp = %, czyli E = ( 2 2b ) Podobnie uza-

T+02 0 1462
sadniamy, ze F' = (1_2;:2, 1252). Oczywiscie M = (b,1) i N = (¢, 1).
Roéwnania prostych M F i NE wygladaja wiec tak:
2¢2 2
1+CZ - c — 1
y=-5—"(@-0)+1=—r——(x—-b)+1.
=5 —b( ) 2c—b(1+02)( )
2b2
-1 v —1
1402
y=——@@—-c)+1l=———(x—0c)+1.
Ty —c 20 — (1 + b?)

Mozna przepisa¢ je w postaci:
(2 =1z + (b+bc* —2c)y =b(c® — 1) + b(1 + ) — 2¢ = 2¢(be — 1),
(0> — 1)z + (c+ b*c—2b)y = c(b* — 1) + (1 + b*) — 2b = 2b(bc — 1).
Odejmujac od pierwszego pomnozonego przez b drugie pomnozone
przez c otrzymujemy rownoscé
0 =ax(bc®* —b—b%c+c) +y(b* + b?c? — 2bc — & — b*c* + 2bc) =

= (c—=b)(bc+ 1)z + (b* — )y = (c = b)((be + 1)z — (b + ¢)y),
zatem wspotrzedne punktu S spelniaja réwnanie
(S) (bc+1)x — (b+ c)y = 0.
Jest to réwnanie prostej, jesli bc +1 # 0 lub b + ¢ # 0, czyli gdy
b# —1 lub ¢ # 1, ale tak jest, bo <BAC # 90°, wiec bc + 1 # 0.

Réwnaniem symetralnej odcinka AB jest bx —y = b*> — 1, a syme-
tralnej odcinka AC: cx —y = ¢ — 1. Wspéhrzedne punktu O, czyli
srodka okregu opisanego na trojkacie ABC, spelniaja wiec réwnanie
0=0B(—-1)—c(t* = 1)z+ (¥ —1—(-1))y =

= (c—=b)((1 +bc)z — (b+c)y),
czyli (14 bc)x — (b+c)y = 0.
Otrzymalismy znéw réwnanie (.S), a poniewaz D = (0, 0), wiec punkty

D, S, O leza na prostej o réwnaniu (.S). Dowdd zostal zakonczony. O

Drugie rozwiqzanie

Niech P oznacza punkt wspolny prostych MO i EN a R punkt
wspolny prostych NO i FM. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze
IDAB < 94DAC, wiee 4DAB < IRABEIDAC . SBAC - 450,

2
Punkt E lezy wiec miedzy punktami B i M. Zachodzi réwnosé

JADF = SDCA, bo SADF 4+ SFAD = 90° = SDCA + SFAD.

Podobnie SADE = <DBA.
A

B D c

Punkty A, E, D i F leza na okregu o Srednicy AD, zatem
JAEF = SADF = <DCA i SAFE =<ADFE = <DBA. Proste
MN i BC' sa réwnolegte, wiec SAMN=<ABC i SANM=<ACB.
Jesli FF'= N, czyli <DAC = 45°,to S = N = F a prosta DS jest sy-

metralng odcinka AC', wiec na niej lezy punkt O i teza jest spelniona.



Dalej N # F. Jesli punkt F' lezy miedzy punktami N i C| to
JEMN+<SEFN =180°—<AMN + < EFA = 180°, wiec na czwo-
rokacie M NEF mozna opisa¢ okrag. Jesli punkt F' lezy na odcinku
NA, to zachodza rownosci SMEF = SAEF = <BCA = J4MNA,
a stad wynika, ze na czworokacie M E'N F' mozna opisa¢ okrag.

Z tego, ze przez punkty N, M, E i F przechodzi okrag wynika
rownos¢ <SEMS = SFNS, a z niej, przez odjecie lub dodanie kata
prostego, rownos¢ < PMS = <RNS. Jesli <SPMS = <RNS = 0°,
to prosta SM jest symetralna odcinka AB a prosta SN — syme-
tralna odcinka AC i wtedy O = S, wiec twierdzenie jest prawdziwe.
Dalej zaktadamy, ze <PMS = <RNS # 0°. Trojkaty SMP i SNR
sa podobne, bo ich odpowiednie katy sa réwne. Podobne sa réwniez

trojkaty SMN i SEF. Wobec tego % = % = % Jednoktadnosé¢
SE _ SF

w skali 25 = g5 wzgledem punktu S przeksztalca wigc punkt P na
punkt E, punkt R na punkt F', prosta PO na réwnolegta do niej prze-
chodzaca przez punkt E, czyli na prosta ED, prosta OR na prosta
DF. Wobec tego punkt wspolny prostych PO i RO, czyli punkt O
przechodzi na punkt wspolny prostych ED i F'D, wiec na punkt D,

co dowodzi wspotliniowosci punktéow D, O i S.

12. Niech « bedzie taka liczba rzeczywista, ze tg(a - ) = /2. Roz-
strzygnac, czy a musi by¢ liczba wymierna,.

Zadanie zaproponowal: Michal Krych

Rozwiqzanie
Udowodnimy, ze liczba « jest niewymierna. Zalézmy, ze tak nie jest
i niech a = g, gdzie p i ¢ > 0 oznaczaja liczby catkowite. Poniewaz
dla kazdej liczby x € R, dla ktorej tgx jest zdefiniowany, zachodzi
réwnosé tg(m + x) = tgx, kazda z liczb

tg(ar), tg(2am), tg(3ar),. ..

jest elementem zbioru {tg 0, tg (%), tg (%’r), o tg ((q_ql)”)

Niech p; = 1, ¢ = 1 oraz poy1 = 20nGn i Guy1 = ¢ — 2p? dla
n=1,2,.... Udowodnimy, ze
1° dla kazdego n liczba ¢, jest nieparzysta,
2° dla kazdego n liczby p, i ¢, sa wzglednie pierwsze oraz p, # 0 # ¢y,
3° dla kazdego n zachodzi réwnosé tg(2" tar) = z—Z\/i.

Dla n = 1 stwierdzenie jest prawdziwe. Jesli jest prawdziwe dla
pewnego n, to liczba ¢,.1 = ¢> — 2p? jest nieparzysta, wiec gn41 # 0.
Roéwniez p,y1 = 2pnq, # 0. Jedli liczba pierwsza k jest wspolnym
dzielnikiem liczb p,, 11 1 gu41, to jest nieparzysta jako dzielnik liczby
nieparzystej q,.1. Poniewaz k jest tez dzielnikiem liczby p,11 = 2pnqn,
wiec jest dzielnikiem jednej z liczb p,,, q,. Z tego, ze k jest nieparzysta
i ze jest dzielnikiem liczby ¢,.1 = ¢ — 2p? wynika, ze jest tez dziel-
nikiem drugiej z nich. Wobec tego k jest wspolnym dzielnikiem liczb
Pn 1 qn, zatem k = 1, co jednak przeczy temu, ze jest liczba pierwsza.

Jedli tg(2" tar) = 2’—;‘\/5, to

tg(2n ) 2 tg(Q"_lom) 2;:1)_:\/5 2ann\/§ pn+1\/§

am) = = — — .
1—tg®(2"ar) 1— (%\/5)2 an — 27, In+1

Zachodzi réwniez nier6wnos$¢ |pni1| = |2pnqn| = 120n| > |pn|. Wobec

tego wszystkie liczby ZJ—Z\/E = tg(2"tan) sa rézne. Przeczy to temu,
ze znajduja sie one w zbiorze {tg 0,tg (g),tg (27“), cotg (@) },

bo mam on tylko ¢ elementéw. []



