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24 lutego 2017 r. (pierwszy dzien zawoddw)

1. Wykaza¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 2 istnieje doktadnie jedna taka dodatnia liczba
calkowita n, ze liczba n? + np jest kwadratem liczby catkowite;.
Autor zadania: Michal Figlus

Rozwiazanie:
Niech k > 0 bedzie taka liczbg catkowita, ze n? + np = k2. Wtedy

0=dn(n+p) —4k* = 2n +p)* — 4k* — p* = (2n +p — 2k)(2n + p + 2k) — p°.

Stad p* = (2n + p — 2k)(2n + p + 2k). Poniewaz 2n + p + 2k > 0, wigc réwniez 2n + p — 2k > 0.
Liczba p jest pierwsza oraz 2n + p — 2k < 2n + p + 2k, zatem 2n + p — 2k jest dodatnim dzielnikiem
p?, mniejszym od p, wiec 2n +p — 2k = 11i 2n + p + 2k = p?. Dodajac stronami ostatnie dwie
réwnosci otrzymujemy 4n +2p = p* 4+ 1, czyli n = (%)2. Udowodniliémy, ze jesli liczba n istnieje,
to n = (1), wiec istnieje nie wiecej niz jedno n.

Jesli n = (E51)2, to n jest liczbg catkowita, bo p jest nieparzyste, oraz

e = () () 40) = () (45

zatem n(n +p) = k? dla k = % . ?1 Wobec tego jedyna liczba catkowita dla ktérej n? + np jest
kwadratem liczby catkowitej jest (£5-)2. O

2. W trojkacie ostrokatnym ABC' dwusieczna kata BAC' przecina bok BC' w punkcie D. Punkty
P i @ sa rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na proste AB i AC. Dowies¢, ze pole
trojkata APQ jest rowne polu czworokata BC'QP wtedy i tylko wtedy, gdy Srodek okregu opisanego
na trojkacie ABC lezy na prostej PQ.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Sposob I: Zatézmy, ze prosta AD przecina okrag opisany na trojkacie ABC w punkcie E i oznacz-
my przez M $rodek odcinka AE (rys. 1).

Pole czworokata BCQP jest réwne polu trojkata AP(Q) wtedy i tylko wtedy, gdy pole trojkata
APQ stanowi potowe pola tréjkata ABC. Korzystajac ze wzoru na pole trojkata dostajemy réwnosé
AB - AC - sin YBAC

;AP - AQ - sin YBAC =

N | —
DN | =

lub réwnowaznie 2AP - AQ = AB - AC.
Tréjkaty ABD i AEC sa podobne, gdyz $CBA = SCEA oraz $BAD = < DAC. Wobec tego
AB _AE
AD  AC’
wiec warunek dany w zadaniu jest rownowazny réwnosci 2AP - AQ = AD - AE.
Poniewaz AM = ME, to AP - AQ = AD - AM, stad
AM _ AP
AQ  AD’



rys. 1

Laczac (1) z réwnoscig S PAD = <M AQ, uzyskujemy podobiefistwo trojkatéw APD i AMQ. W
szczegblnosci QM A = 90° — co jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy punkt O lezy na prostej
PQ. O

Sposob I1: Niech E bedzie punktem przeciecia prostej AD z okregiem opisanym na trojkacie ABC,
ktorego srodkiem jest punkt O. Poniewaz prosta AFE jest dwusieczng kata BAC to punkty P i @) sa
symetryczne wzgledem AFE| a wiec czworokat APFE(Q) jest deltoidem. Skoro AO = OF, to czworokat
ten jest rombem wtedy i tylko wtedy, gdy punkt O lezy na prostej PQ).

Bez szkody zaldézmy, ze AB < AC (jesli AB = AC, to rozumowanie przebiega analogicznie).
7Z réwnosci SDPA = SAQD = 90° wynika, ze na czworokacie APD(Q mozna opisa¢ okrag. Drugi
punkt przeciecia tego okregu z prosta BC' oznaczmy przez R. Niech K i L oznaczaja punkt przeciecia
prostej BC' z prostymi odpowiednio PE i QF (rys. 2). Zauwazmy, ze




SYEBA =<DBA+ SEBC = <CEA+ <DCE = <ADC =
= 180° — SADR = <RPA,

wiec czworokat PBER jest trapezem. Analogicznie dowodzimy, ze czworokat REC(Q) jest trapezem.
Wynika stad, ze punkt R lezy miedzy punktami K i L.

Pola trojkatow PBR i PER sa rowne, gdyz trojkaty te maja wspolng podstawe PR i réwne
wysokosci opuszczone na PR. Wobec tego pola trojkatéow PBK i RK E tez sa rowne. Podobnie, pola
trojkatow REL i QLC sg rowne. Zatem

[APEQ] = [APKLQ| + [KED] + [DEL] =
— [APKLQ] + [RKE] + [REL) =
— [APKLQ| + [PBK] + [QLC] = [ABC),

gdzie symbolem [F] oznaczyliémy pole figury F.
Z powyzszego rozumowania wynika, ze [BCQP| = [APQ] <= [APQ)] = $[ABC| < [APQ] =
%[APEQ], co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy czworokat AQFEP jest rombem. O]

3. Dane sg liczby rzeczywiste r; < xo < ... < x9,_1, ktorych érednia arytmetyczna réwna jest

A. Wykazaé, ze
2n—1 2n—1

2. ;(xi—A)Q > Y (s — n)?

i=1
Autor zadania: Marta Strzelecka 1 Michat Strzelecki

Rozwiazanie:
Sposob I: Zauwazmy, ze jezeli zastgpimy liczby x1, o, ..., T2, 1 odpowiednio przez x; — A, 1o —
A, ..., Top_1—A, to nieréwnos¢ do udowodnienia w zadaniu nie zmieni sie, gdyz $rednia arytmetyczna

nowych liczb wynosi 0. Oznacza to, ze nie zmniejszymy ogélnosci przyjmujac A = 0.
Przy takim zalozeniu prawa strona nieréwnosci przyjmuje postac

2n—1 2n—1 2n—1 2n—1

Z(mi—xn)sz:x?—anin (2n — 1)z Za:—l—Zn—l)

=1 =1 =1 =1

2n—1

Pozostaje wykazaé, ze » a7 > (2n — 1)a
=1
Dla n = 1 zadana nieréwnos¢ jest spetniona. Przyjmijmy n > 2 i oznaczmy przez B i C' odpowied-

nio $rednia arytmetyczng liczb x1, zo, ..., T, 0182 Tpi1, Tpao, ..., Ton_1. L zatozen zadania wynika,
ze B < z,, < C. Ponadto zachodzi rowno$é

0=2n—-1)A=z,+(n—1)(B+C).

Z nieréwno$ci miedzy Srednig arytmetyczng i kwadratows oraz nieréwnosci trojkata wynika, ze

n—1
Z %2 Z |
i=1 S i

B

n—-1~ n-1 = |Bl;
2n—1

stad Z x; 1)B?. Analogicznie dostajemy Z z? > (n —1)C% Oznacza to, ze spetniona jest
i=n+1

nier6wnosé



Niech g(t) = t* + (B + C — t)?. Poniewaz g(B) = ¢(C) = B? + C? oraz wsp6lczynnik przy t?
funkcji g jest dodatni, to dla B < t < C zachodzi nieréwnosé¢ g(t) < B? + C%. W szczegdlnoscei skoro
B < z, < C, to zachodzi nieréwnos¢

B*+C?*> g(z,) =22+ (B+C —1,)%

Z réwnosci (n — 1)(B + C) + =, = 0 wynika, ze liczby B + C' i x,, sa przeciwnych znakéw, wiec
(B + C — x,)* > 22. Laczac otrzymane oszacowania dostajemy B? + C? > 222.

Ostatecznie -
doxizal+(n—1)(B*+C* > (2n— 1)z,
i=1
co byto do okazania. O]
Sposob I1: Zastepujac liczby xq, xs, . .., 29,1 odpowiednio przez x1 — T, To — Ty, . .., Top_1 — T,

mozemy bez straty ogoélnosci przyjacé, ze x, = 0. Dla n = 1 nieréwno$¢ jest spelniona. Przyjmijmy
n > 2. Mamy cigg rownosci

2n—1 2n—1 2n—1 2n—1

2N (@i AP = S (m—wa) = 3 2?44 Y @+ 2(2n — 1)A% =

=1 i=1 i=1 i=1

2n — 3% 4
Z $ixj =

(A
2n —1 = 2n —1 1<i<j<2n—1

1 2n—1
- m—1 Z LU22—|—2 Z ('Ti_wj)2+2 Z (xi—xj)2—4 Z Tixj
=1 1<i<js<n—1 n+1<i<j<2n—1 1<i<n—1

n+1<i<2n—1

Poniewaz z;2; < 0 dla i < n < 7§, to powyzsza suma jest nieujemna. Oznacza to, ze wyjsciowa
iy ) 9
nierownos¢ jest spetniona. n
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4. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw AB i AC' odpowiednio w punktach D
i . Punkt J jest srodkiem okregu dopisanego do trojkata ABC, stycznego do boku BC. Punkty
M i N sa odpowiednio érodkami odcinkéw JD i JE. Proste BM i C'N przecinaja si¢ w punkcie P.
Udowodni¢, ze punkt P lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC.
Uwaga: Okregiem dopisanym do tréjkqta nazywamy okrgg styczny do jednego z bokéw i do przedluzen dwdéch pozostalych.

Autor zadania: Piotr Ambroszczyk

Rozwiazanie:

Niech F'i G beda punktami stycznosci okregu dopisanego z zadania z prostymi odpowiednio AB
i AC. Ponadto niech K i L oznaczaja punkty stycznosci kolejno okregéw wpisanego i dopisanego
z prosta BC' (rys. 3).

Trojkaty DFM i EGN sa symetryczne wzgledem prostej AJ, wiec sg przystajace. Ponadto sa one
rOwnoramienne, gdyz punkty M i N to $rodki przeciwprostokatnych odpowiednio trojkatow DF'J
i EGJ. Zauwazmy, ze

20G =2AG — 2AC = AG + AF - 2AC =
=AB+ BL+ AC+CL —-2AC = AB + BC — AC.

Podobnie
2BD =BD+ BK =AB—- AF+ BC — EC = AB+ BC — AC,

wiec CG = BD, stad B i C dzielg boki DF i EG trojkatow DFM i ENG w tym samym stosun-
ku, zatem trojkaty BFM i CEN sg przystajace. W szczegélnosci S ECN = S FBM. Wobec tego
JACP = 180° — 4PBA — co oznacza, ze punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. [




5. Smakosz Jan porownywal n restauracji, gdzie n jest dodatnia liczba catkowita. Kazda pare
restauracji poréwnal w dwoch kategoriach: smacznosci positku oraz jakosci obstugi. W przypadku
niektorych par Jan nie mogt si¢ zdecydowac, ktora uwaza za lepsza w ktorejs kategorii, ale w zadnej
parze nie zdarzyto si¢ to w obu kategoriach. Ponadto, jesli Jan uznal, ze restauracja A jest lepsza od
restauracji B w ktorej$ kategorii, oraz stwierdzil, ze restauracja B jest lepsza od restauracji C' w tej
samej kategorii, to uznal rowniez, ze A jest lepsza od C' w tej kategorii. Udowodnié, ze istnieje taka
restauracja R, ze kazda inna restauracja zostata uznana za gorsza od R w chociaz jednej kategorii.

Autor zadania: Andrzej Grzesik

Rozwigzanie:

Powiemy, ze restauracja A jest wyrdzniajgca sie w zbiorze restauracji S, jezeli A jest lepsza
w przynajmniej jednej kategorii od kazdej restauracji ze zbioru S\ {A}.

Udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe restauracji, ze w kazdym niepustym zbiorze
restauracji istnieje co najmniej jedna restauracja wyrdzniajaca sie. Jezeli mamy jedng restauracje to
oczywiscie jest ona wyrdzniajaca sie. Przypusémy, ze teza zachodzi dla dowolnego niepustego zbioru
restauracji o mocy mniejszej niz n i udowodnijmy, ze zachodzi rowniez dla zbioru ztozonego z n
restauracji.

Oznaczmy zbiér n > 2 restauracji przez R. Wybierzmy dowolna restauracje A € R. Z zalozenia
indukcyjnego, w zbiorze R \ {A} istnieje restauracja wyrdzniajaca sie, nazwijmy ja B. Oznaczmy
przez Op i Pp zbiory restauracji z R\ { A}, ktére maja odpowiednio gorsza obstuge i gorsze positki od
B. Oczywiscie Op UPg = R\ {A, B}. Rozwazmy wszystkie mozliwe wyniki poréwnania restauracji
Ai B. Jezeli B jest lepsza od A w ktoérejkolwiek z kategorii, to B jest wyrdzniajaca sie w R. Jezeli A
jest lepsza w obu kategoriach od B, to A ma réwniez lepsza obstuge od kazdej restauracji ze zbioru
Og, oraz lepsze positki od kazdej restauracji ze zbioru Pg. Oznacza to, ze A jest wyrdzniajaca sie
wR.

Pozostaje przypadek, w ktorym A jest lepsza od B w dokladnie jednej kategorii. Bez straty
ogélnosci przyjmijmy, ze A ma lepsza obstuge od B. Wowczas A ma réwniez lepsza obstuge od
kazdej restauracji ze zbioru Op. Z zalozenia indukcyjnego w zbiorze Pp U {A} istnieje restauracja
wyrbzniajaca sie, nazwijmy ja C. Jezeli C' = A, to A ma lepsza obstuge od restauracji ze zbioru
Op U {B} oraz jest wyrézniajaca sie w zbiorze Pp U {A}. Wynika stad, ze A jest wyr6zniajaca sie
w OpU{B}UPpU{A} =R. Jezeli zas C' # A to C jest lepsza od A w ktérejs z kategorii. Jezeli C'
ma lepsze positki od A, to réwniez B ma lepsze positki od A, wbrew naszemu zalozeniu. Jezeli zas
C' jest lepsza od A pod wzgledem obstugi, to C' ma lepsza obstuge od kazdej restauracji ze zbioru
{A, B} UOg. Ponadto, z zatozenia C jest wyrézniajaca sie w zbiorze PpU{A}, oznacza to, ze C jest
wyrdzniajaca sie w {A, B} U Op U Pp = R. Konczy to dowdd tezy indukeyjne;j. n

6. Dana jest liczba pierwsza p > 2 oraz liczby x,y € {1,2,..., %} Wykazaé, ze jesli liczba
z(p — x)y(p — y) jest kwadratem liczby catkowitej, to = = y.
Autor zadania: Mariusz Skalba

Rozwigzanie:
Przypusémy, ze zy(p — x)(p — y) = k? dla pewnego k > 0. Z nieréwnosci miedzy érednig arytme-
tyczng 1 geometryczng otrzymujemy

K =xylp—z)(p—y) < (W)Q- (W)Q - @2)2-

. 2 . . . , , .
Oznacza to, ze k < E-. Poniewaz p —x > x oraz p —y >y, to k* > 2%y? i k > zy. Z réwnosci

0=k —aylp—a)(p—y) = (k—xy)(k+xy) —pry(p — = — y)

wynika, ze liczba (k — zy)(k + zy) jest podzielna przez p. Poniewaz p jest liczba pierwsza, to jedna z
liczb k—xy, k+xy jest podzielna przez p. Istnieje wiec taka dodatnia liczba catkowita [, ze k—xy = Ip
lub k + xy = Ip. W pierwszym przypadku otrzymujemy

Ip(lp + 2zy) = Ip(k + zy) = pry(p — v — y),



czyli p(ry — 1?) = 2y(2l + x + y). Ze wzordw lp = k —ay < k < %2 wynika, ze | < £, wigc
20+ +y <2-54+8+2 =2p. Poniewaz v < piy < p, wigc p jest dzielnikiem liczby 2/ +x +y > 0.
Stad wynika, ze p = 2] + z + y. Jednak wtedy p(zy — [?) = pry, zatem [ = 0, czyli k = xy, whrew
nieréwnosci xy < k.

Z rownosci k + xy = lp wynika, ze

Ip(lp — 2zy) = Ip(k — vy) = pry(p — v — ¥y),

czyli p(xy — 1?) = zy(x +y — 21). Poniewaz x < p iy < p, wiec p jest dzielnikiem liczby x + y — 2l.
Mamy tez Ip = k + zy < % +£.2= %, zatem [ < £. Podobnie jak poprzednio p jest dzielnikiem
liczby x +y —2L,alep>ax+y >ax+y—20> 2.5 = —p, wicc v +y — 2l = 0. Wynika stad, ze
pley — 1?) = 0, zatem zy = 1%, wiec (v —y)? = (v +y)? — 4oy = (20)* — 41> = 0, czyli x = y, a to
nalezato udowodni¢. O

(db,mg)



