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Zadania konkursowe

zawodow stopnia trzeciego
3 kwietnia 2017 r. (pierwszy dzien zawoddéw)

1. Punkty P i @ leza odpowiednio wewnatrz bokow AB i AC
trojkata ABC, przy czym speliona jest réwnos¢ BP = C'Q. Od-
cinki BQ) i C'P przecinaja sie w punkcie R. Okregi opisane na
trojkatach BPR i CQR przecinaja sie ponownie w punkcie S réz-
nym od R. Udowodnié¢, ze punkt S lezy na dwusiecznej kata BAC.

2. Ciag (a1,as,...,a;) sktadajacy sie z parami réznych pél sza-
chownicy o wymiarach n X n nazwiemy cyklem, jesli k > 4 oraz
pola a; i a;y1 maja wspélny bok dla wszystkich ¢ = 1,2, ...k, gdzie
ap11 = ay1. Podzbior X pol tej szachownicy nazwiemy ztosliwym, je-
sli kazdy cykl na niej zawiera co najmniej jedno pole nalezace do X.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste C' o nastepujacej wtasno-
Sci: dla kazdej liczby catkowitej n > 2 na szachownicy o wymiarach
n x n istnieje podzbidr ztodliwy sktadajacy sie z co najwyzej Cn? pol.

3. Liczby catkowite aq,as, ..., a, spetniaja nieréwnosci
<o <as<...<a, <2a.

Udowodni¢, ze jesli m jest liczba roznych dzielnikéw pierwszych ilo-
czynu aas . . . Gy, 1O

(arag...a,)™ " = (n)™.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnoéci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawoddéw nie wolno korzystac z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.
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Zadania konkursowe

zawodow stopnia trzeciego
4 kwietnia 2017 r. (drugi dzien zawodow)

4. Wykazaé, ze zbiér dodatnich liczb catkowitych Z1 = {1,2,3,...}

mozna przedstawi¢ w postaci sumy pieciu parami roztacznych
podzbiorow o nastepujacej witasnosci: kazda piatka liczb postaci
(n,2n,3n,4n,5n), gdzie n € Z*, zawiera po jednej liczbie z kaz-
dego z tych pieciu podzbioréw.

5. Punkt M jest érodkiem boku BC' tréjkata ABC, w ktérym
AB = AC'. Punkt D jest rzutem prostokatnym punktu M na bok
AB. Okrag w jest wpisany w trojkat AC'D i styczny do odcinkéw
AD i AC odpowiednio w punktach K i L. Proste styczne do w
przechodzace przez M przecinaja prosta KL w punktach X i Y,
przy czym punkty X, K, L, Y leza w tej kolejnosci na prostej K L.
Udowodni¢, ze punkty M, D, X, Y leza na jednym okregu.

6. Dane sa takie trzy ciagi nieujemnych liczb rzeczywistych
(ag, a1, ... ,ay), (bo,b1,...,bn), (co,c1,...,¢), ze dla wszystkich
0 < 4,7 < n zachodzi nieréwnosé a;b; < (c;4)%. Wykazad, ze

n n 2n 2
E a; - E b; < E Ck

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisa¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.



