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1. Punkty P i @ leza odpowiednio na bokach AB i AC trojkata ABC, przy czym spetniona jest
rowno$¢ BP = CQ. Odcinki BQ) i C'P przecinaja sie w punkcie R. Okregi opisane na trojkatach
BPR i CQR przecinaja si¢ ponownie w punkcie S réznym od R. Udowodnié¢, ze punkt S lezy na
dwusiecznej kata BAC.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:
Pokazemy, ze punkt S lezy wewnatrz kata BRC'. Przypu$émy najpierw, ze S znajduje sie we-
wnatrz kata QQ RP. Wowczas

FQRP + $PSQ = ¥QRP + PSR + $RSQ = $BRC + (180° — $RBP) + (180° — ¥QCR) =
= 360° + (180° — ¥CBR — YRCB) — $RBP — 4QCR = 360° + <BAC > 360°.

Oznacza to, ze suma miar katow czworokata SPR(Q) jest wigksza od 360° — sprzecznos¢. Punkt S
nie moze rowniez leze¢ wewnatrz kata PRB, gdyz jedynym punktem okregu opisanego na trojkacie
RCQ wspélnym z katem PRB jest punkt R. Analogicznie punkt S nie moze leze¢ wewnatrz kata
CRQ. 7 powyzszych rozwazan wynika, ze punkty B,S, R, P oraz S,C,Q, R leza w tej kolejnosci
odpowiednio na okregach opisanych na trojkatach BRP i CQR.

Roéwnosci LSBP = 180°—<4PRS = $SRC = 4$SQC oraz $PSB = $PRB = 4CRQ = ¥CSQ
pozwalaja stwierdzié, ze trojkaty PBS i CQ.S sa podobne, a poniewaz PB = QC, to sg one przy-
stajace. W szczegolnosci wysokosci trojkatow PBS i C'QQS opuszczone z wierzchotka S sa rownej
dhugosci, skad teza. O]

A




2. Ciag (ai,as,...,a;) sktadajacy sie z parami réznych pél szachownicy o wymiarach n X n
nazwiemy cyklem, jesli k > 4 oraz pola a; i a;1; maja wspélny bok dla wszystkich ¢ = 1,2,... k,
gdzie a1 = ay. Podzbiér X pdl tej szachownicy nazwiemy zfosliwym, jesli kazdy cykl na niej zawiera
co najmniej jedno pole nalezace do X.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste C' o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej liczby catkowite;
n > 2 na szachownicy o wymiarach n x n istnieje zbior zlodliwy sktadajacy sie z co najwyzej Cn?
pol.

Autor zadania: Marek Sokotowski

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze wszystkie liczby C' > zl)) spetniaja warunki zadania. Na poczatku dla dowolnego

n wskazemy zlosliwy podzbior pol szachownicy n X n o mocy nie wigkszej niz %nz. W tym celu
rozwazmy kolorowanie szachownicy trzema kolorami jak na rysunku (rys. 2).

rys. 2

Latwo zauwazy¢, ze pola w kazdym z koloréw tworzg ztosliwy podzbiodr tej szachownicy. Ponadto
liczba p6l w pewnym z koloréw jest nie wicksza niz %712, zatem istotnie wskazalismy podzbior ztosliwy
sktadajacy sie z co najwyzej %nQ pol.

Wykazemy teraz, ze kazdy ztodliwy podzbiér pél szachownicy n X n ma co najmniej 3(n* — 2n)
pol. Rozwazmy pewien zlosliwy podzbior X sktadajacy sie z k pol. Oszacujmy na dwa sposoby
liczbe E par pol spoza zbioru X, majacych wspolny bok. W kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
znajduje sie po n — 1 par pol majacych wspélny bok, wobec tego na catej szachownicy znajduje sie
(n+mn)-(n—1) =2n(n— 1) par p6l majacych wspélny bok. Kazde pole ze zbioru X nalezy do co
najwyzej czterech takich par. Wynika stad, ze F > 2n(n — 1) — 4k.

Aby uzyska¢ goérne ograniczenie na liczbe E udowodnimy nastepujace stwierdzenie: JeZeli nie
istnieje cykl ztozony z pol pewnego m-elementowego zbioru pol szachownicy S, to liczba par pol z S
majgcych wspolny bok jest mniejsza niz m.

Stosujemy indukcje ze wzgledu na m. Dla m = 1 teza jest oczywista. Przypu$émy, ze stwier-
dzenie jest prawdziwe dla liczb mniejszych od m i udowodnijmy, ze jest réwniez prawdziwe dla m.
Przypusémy, ze kazde pole nalezace do zbioru S ma wspélny bok z co najmniej dwoma innymi po-
lami zbioru S. Konstruujemy ciagg pol p1, pe, ... nastepujaco: p; i ps sa dowolnymi polami majacymi
wspoélny bok, natomiast dla ¢ > 2 pole p; 1 jest dowolnym polem majacym wspoélny bok z p; réznym
od p;_1. Poniewaz zbiér S jest skonczony, to ktore$ pole w naszym ciggu powtorzy sie. Wybierzmy
minimalng takg liczbe¢ catkowity j, ze istnieje ¢ < j spelniajace warunek p; = p;. Wowezas cigg pol
(piy-..,pj—1) jest cyklem, whrew zalozeniu, ze nie ma cyklu zlozonego z pél zbioru S. Oznacza to,



ze pewne pole p zbioru S ma wspoélny bok z co najwyzej jednym innym polem zbioru S, stosujac
zatozenie indukcyjne do zbioru S\ {p} otrzymujemy teze.

Wr6émy do szacowania liczby E. Poniewaz podzbior X jest ztosliwy, to nie ma cyklu zawierajacego
jedynie pola spoza X . Korzystajac z powyzszego faktu dostajemy, ze n? — k > E. Laczac otrzymane
oszacowania dostajemy, ze n® —k > 2n(n—1)—4k czyli 3k > n*—2n lub réwnowaznie k > (n*—2n).

Pozostaje zauwazy¢, ze jezeli C' < % to dla dostatecznie duzych n spelniona jest nieréwnosé

Cn? < 3(n* — 2n). Uzyskujemy, ze liczby C < 3 nie spelniaja warunkéw zadania. O

3. Liczby catkowite aq,as, ..., a, speliaja nieréwnosci
<oy <ag<...<a,<2a.
Udowodnié¢, ze jesli m jest liczba réznych dzielnikéw pierwszych iloczynu aas . . . a,, to

(a1a2 c. an)m_l > (n')m .

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Ustalmy dzielnik pierwszy p iloczynu aqas .. .a,. Dla i =1,2,... n niech a; = b;p®, gdzie e; jest
liczba catkowita nieujemna, zas b; jest liczba catkowita niepodzielng przez p.

Udowodnimy, ze liczby by, bs,...,b, sa parami rozne. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze
b, = b; dla pewnych i < j. Poniewaz a; > a;, to otrzymujemy, ze e; > e; i w konsekwencji
a; = bjp% > bjp“T = pa;. Z warunkéw danych w zadaniu wynika jednak nieréwnos$é¢ przeciwna
a; < 2a1 < 2a; < pa; 1 uzyskujemy sprzecznosc.

Poniewaz liczby by, bs, ..., b, sa parami réznymi dodatnimi liczbami catkowitymi, to zachodzi
nier6wnos¢é

by -by-... b, >21-2-...-n=nl

Wykazemy, ze jezeli powtérzymy powyzsze rozumowanie dla kazdego czynnika pierwszego ilo-
czynu aias . ..a, i wymnozymy uzyskane nieréwnosci stronami, to otrzymamy zadang nier6wnosc.
Poniewaz iloczyn ajas . . . a, ma m czynnikéw pierwszych, to prawa strona uzyskanej w opisany powy-

7ej sposob nieréwnosci jest réwna (n!)™. Pozostaje wykazaé, ze lewa strona wynosi (ajas . .. a,)™ '
Niech pi1,po, ..., pm beda czynnikami pierwszymi iloczynu ajas ... a,. Ustalmy liczbe 1 <7 < n
i rozwazmy rozktad na czynniki pierwsze a; = p{l p§2 ...plm. Mamy réwnoéé
m m
gl — a; a; G Gy a;

ai  pl'pf . phe pl' pP

(2 T

Pl
Czynniki iloczynu po prawej stronie powyzszej réwnosci to wartosci b; dla kolejnych liczb pierwszych
D1, D2y - - s Pmy, Wymnazajac powyzsza rownosé dla ¢ = 1,2, ..., n stronami uzyskamy, ze rzeczywiscie
lewa strona naszej nieréwnosci jest réwna (ajas . .. a,)™ L. O



LXVIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego
4 kwietnia 2017 r. (drugi dzien zawodow)

4. Wykazaé, ze zbior dodatnich liczb catkowitych Z* = {1,2,3, ...} mozna przedstawié¢ w postaci
sumy pieciu parami roztacznych podzbioréw o nastepujacej wlasnosci: kazda piatka liczb postaci
(n,2n,3n,4n,5n), gdzie n € Z*, zawiera po jednej liczbie z kazdego z tych pieciu podzbiorow.

Zadanie zaproponowal: Mariusz Skatba

Rozwigzanie:

7, podstawowego twierdzenia arytmetyki wynika, ze dowolng dodatnig liczbe catkowita n mo-
zemy jednoznacznie przedstawié w postaci n = 2% - 3% - 5¢. m, gdzie a, b, c sa nieujemnymi liczbami
catkowitymi, za$ m jest dodatnig liczba catkowita niepodzielng przez 2,3 i 5.

Funkcje f : ZT — Z definiujemy nastepujaco: jezeli n = 2% - 3 - 5¢ - m jest zapisem liczby n
w powyzszej postaci, to f(n) := a + 3b+ 4c. Nietrudno zauwazy¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb
catkowitych r, s zachodzi zaleznosé f(rs) = f(r) + f(s).

Udowodnimy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczby f(n), f(2n), f(3n), f(4n), f(5n)
daja parami rézne reszty z dzielenia przez 5. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze istnieje taka
dodatnia liczba catkowita n, ze dla pewnych 1 < k£ < [ < 5 zachodzi podzielnosé

5[ fn) = f(kn) = (f(I) + f(n)) = (f(k) + f(n)) = f(I) = f(F).

Poniewaz liczby f(1) =0, f(2) =1, f(3) =3, f(4) =2, f(5) = 4 daja parami r6zne reszty z dzielenia
przez 5, to otrzymujemy sprzecznosc.

Pozostaje zauwazy¢, ze wobec powyzszych rozwazan, podziat dodatnich liczb catkowitych na
pie¢ podzbioréw w zaleznosci od reszty z dzielenia wartosci funkcji f przez pie¢ spelnia warunki
zadania. O]

5. Punkt M jest srodkiem boku BC tréjkata ABC, w ktérym AB = AC. Punkt D jest rzutem
prostokatnym punktu M na bok AB. Okrag w jest wpisany w trojkat AC'D i styczny do odcinkéw
AD i AC odpowiednio w punktach K i L. Proste styczne do w przechodzgce przez M przecinaja
prosta KL w punktach X i Y, przy czym punkty X, K, L, Y leza w tej kolejnosci na prostej K L.
Udowodni¢, ze punkty M, D, X, Y lezg na jednym okregu.

Autor zadania: Piotr Ambroszczyk

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze punkty A, Y, M, D i X leza na jednym okregu. Ze wzgledu na to, ze MDA = 90°
wystarczy pokazaé, ze LAY M = 90° (réwnoéé LAX M = 90° wyniknie z symetrii rysunku). Oznacz-
my przez I srodek okregu w a przez N rzut prostokatny punktu D na prostg AM. Niech prosta DN
przecina w w punkcie P, lezacym po tej samej stronie prostej AM jak punkt C'.

Na czworokatach IK DN oraz LIMC mozna opisa¢ okrag, gdyz katy przy wierzchotkach K, N,
L i M sa proste, wiec

INKI =<$NDI =90°— DIN = 90° — (180° — $AID) =
1
—90° — 5 (%(DAC + %cGDA) —
—90° — ; (180° _ %ACD) = JLCI = XLMI.

Ponadto $MIL = $KIN, gdyz punkty K i L sg symetryczne wzgledem prostej Al, wiec trojkaty
IKN i IML sa podobne. Zatem

IN_IN _IL _IP Q)
IP IK IM IM’



co oznacza, ze trojkaty PIM i NIP sa podobne, stad SIPM = 90° tzn. prosta M P jest styczna

do w.

rys. 3

Niech S bedzie punktem wspolnym prostych Al i K L. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
a=AS,b=SI,c=1IN oraz d = NM. Na podstawie (1) wiemy, ze IN - IM = [P? = [ L*. Tr6jkaty
prostokatne AIL i LIS sg podobne, gdyz maja wspélny kat przy wierzchotku I, stad dostajemy, ze

IS - Al = L2, wiec
bla+b) =c(c+d).
7, twierdzenia Talesa mamy
Al AK  AS
IM KD SN’
wiee (a4 0)(b+ ¢) = a(c + d) lub réwnowaznie

bla+b+c)=(a+b)(b+c)—ac=alc+d)— ac=ad.

Wobec tego
SN -MI = (b+c)(c+d)=blc+d)+c(c+d) @
@b(c+d)+b(a+b):b(a+b+c+d):
—bla+b+c)+bd 2 ad+bd=d(a+b)=MN-Al
wiec
MN M
SN Al

Ponownie korzystajac z twierdzenia Talesa dostajemy

MP  MN @ MI

PY NS Al

(2)

czyli na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa I P || AY, jednakze <1PM = 90°,

stad SAY M = 90° — co bylo do pokazania.

]



Inne rozwigzanie:

Wiedzac juz, ze prosta M P jest styczna do w, w dalszej czeSci dowodu wykorzystamy podsta-
wowe wlasnosci biegunowych (zob. L Olimpiada Matematyczna, Sprawozdanie Komitetu Gtéwnego,
Warszawa 2000, Dodatek B, str. 107).

Niech R bedzie punktem przeciecia prostych AP i K L (rys. 3). Rozpatrujemy biegunowe punktow
wzgledem okregu w. Punkt Y lezy na prostej KL, ktéra jest biegunowg punktu A. Zatem punkt A
lezy na biegunowej Y, jednakze na tej biegunowej lezy rowniez punkt P, wiec AP jest biegunowsa
punktu Y.

Punkt R jako punkt przeciecia biegunowych punktéw A i Y, jest biegunem prostej AY. W szcze-
gélnosci TR 1 AY, wiec wystarczy pokazaé ze IR || MY. Jednakze jest to konsekwencja twierdzenia
Talesa i twierdzenia don odwrotnego, gdyz

AR AK Al
RP KD IM’

m
6. Dane sa takie trzy ciagi nieujemnych liczb rzeczywistych (ag, ay, ..., an,), (bo,b1,...,bn),
(co, €1y - -, Con), ze dla wszystkich 0 < 4, j < n zachodzi nieréwno$¢ a;b; < (¢;4;)?. Wykazaé, ze
n n 2n 2
Z(IZZZ?]<< Ck;> .
=0 j=0 k=0
Autorzy zadania: Marta i Michat Strzeleccy
Rozwiazanie:
Niech ay bedzie maksymalng sposrod liczb ag, aq, . . ., an, zas by bedzie maksymalng sposrod liczb
bo, b1, ..., b,. Mamy ciag nieréwnosci
2n 2 t+n s+n n n n n
(Z Ck:) P <Z Ck:) (Z Ck) = <Z Ci+t> ch-i-s P (Z aibt> Z asb; | =
k=0 k=t k=s i=0 §=0 i=0 §=0
= \Jasb, (Zﬁ) S = <Z Ws) S Voibs | = a3 b
i=0 j=0 i=0 j=0 =0 j=0
m



