LXIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
I seria: 1 wrzesnia 2017 r. — 5 pazdziernika 2017 r.

1. Dane sa liczby catkowite a i b oraz liczba pierwsza p > 3. Wykazaé, ze
jesli liczby a + b oraz a? + b? sa podzielne przez p, to liczba a? + b? jest
podzielna przez p?.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktérym 3AC = AB + BC'. Okrag dopisany
do trojkata ABC jest styczny do boku AB w punkcie P, zas do prostej AC
w punkcie Q. Wykazad, ze kat C' P(Q) jest prosty.

Uwaga. Okregiem dopisanym do trogkata nazywamy okrag styczny do jednego z bokéw i do przediuzen
dwdch pozostalych.

3. Znalez¢ wszystkie trojki x, y, z liczb rzeczywistych spetniajace rownania

22y +2 =12+ 2z
vz +2=y+ 22z
22r+2 =242y

4. Rozwazmy ciag (ai,as,...,a,) o wyrazach ze zbioru {0, 1,2}. Blokiem
bedziemy nazywaé podciag postaci (a;, @iy1,...,a;), gdzie 1 < i < j < n
oraz a; = @11 = ... = a;. Blok nazywamy maksymalnym, jesli nie jest

zawarty w zadnym dtuzszym bloku. Przykladowo w ciagu (1,0,0,0,2,1,1)
maksymalnymi blokami sa (1), (0,0,0), (2), (1,1).

Niech K, bedzie liczba takich ciagéw dtugosci n o wyrazach ze zbioru
{0,1,2}, w ktorych wszystkie maksymalne bloki maja nieparzyste dtugosci.
Ponadto niech L,, bedzie liczba wszystkich ciagow dtugosci n o wyrazach ze
zbioru {0, 1,2}, w ktérych liczby 0 1 2 nie wystepuja na sasiednich pozycjach.
Udowodni¢, ze L, = K,, + %Kn,l dla wszystkich n > 1.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wystaé listem
poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wiasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdiniej dnia

5 pazdziernika 2017 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiqzania przestane w terminie pézniejszym nie beda rozpatry-
wane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisac w lewym gérnym rogu pierwszej jego strony: imieniem
i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektronicznym oraz klasq, nazwq i adresem szkoly.



LXIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
II seria: 6 pazdziernika 2017 r. — 6 listopada 2017 r.

5. Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego. Po-
nadto, sa one dtugosciami bokéw pewnego trojkata, w ktorym jeden z katow
ma miare 120°. Udowodni¢, ze trojkat ten jest podobny do tréjkata o bokach
dtugosci 3, 5, 7.

6. Podstawa ostrostupa czworokatnego ABC DS jest réwnolegtobok ABC'D.
Ponadto w ostrostup ABC'DS mozna wpisaé sfere. Wykazaé, ze suma poél
scian ABS i CDS jest rowna sumie pol cian BC'S 1 ADS.

7. W przestrzeni danych jest n > 7 zielonych punktéw, przy czym zadne
cztery z nich nie leza na jednej ptaszczyznie. Niektore z nich potaczono od-
cinkami, z ktérych cze$¢ pomalowano na niebiesko, a pozostate na czerwono.
Przy tym kazdy zielony punkt jest koncem takiej samej liczby czerwonych co
niebieskich odcinkéw oraz istnieje zielony punkt, ktory jest koncem co naj-
mniej sze$ciu kolorowych odcinkdw.

Udowodni¢, ze mozna usuna¢ co najmniej jeden, ale nie wszystkie kolorowe
odcinki tak, by nadal kazdy zielony punkt byl koncem takiej samej liczby
czerwonych co niebieskich odcinkéw.

8. Na ptaszczyznie umieszczono 2017 punktéw w taki sposob, ze odlegtosé
miedzy kazdymi dwoma z nich jest wieksza od 1. Wykazaé, ze odlegtosé
miedzy pewnymi dwoma sposréd tych punktéw jest wieksza od 35.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wyslaé listem
poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wiasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdiniej dnia

6 listopada 2017 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiqzania przestane w terminie pézniejszym nie beda rozpatry-
wane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisac w lewym gérnym rogu pierwszej jego strony: imieniem
i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektronicznym oraz klasq, nazwq i adresem szkoly.



LXIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
III seria: 7 listopada 2017 r. — 7 grudnia 2017 r.

9. Wykaza¢, ze dla nieskonczenie wielu liczb catkowitych n > 1 rownanie
(JI + 1)n+1 _ (:L’ _ 1>n+1 — yn
nie ma rozwiazania w liczbach catkowitych x,y.

10. Dana jest liczba catkowita n > 3. Udowodni¢, ze dla dowolnych dodat-
nich liczb rzeczywistych xq, ..., z, zachodzi nierownosé
l+a3  1+a3 1+a22 , 1422, 1422
- +ot - -

. >n.
To + T3 T3+ Ty Tpn_1+ Ty T, + T 1+ T2

11. Na ptaszczyznie dany jest trojkat A;AsAsz. Przyjmujac Ay = A oraz
As = A,, definiujemy punkty X, oraz Y; dla ¢t = 1,2, 3 nastepujaco. Niech
I'; bedzie okregiem dopisanym do trojkata A;AsAs i stycznym do boku
Ai1A 0, zas I; bedzie jego srodkiem. Niech P, i Q); beda odpowiednio punk-
tami stycznosci I'y z prostymi A;A;q oraz AyA; 0. Wowezas X; 1Y, sa od-
powiednio punktami przeciecia prostej Py, z prostymi I; Ay 1 oraz I; Apyo.
Wykazaé, ze punkty X1, Y7, Xo, Ys, X3, Y3 leza na jednym okregu.

12. Zbiér A sklada sie z n liczb rzeczywistych. Dla podzbioru X C A
przez S(X) oznaczamy sume elementéw zbioru X, przy czym przyjmujemy
S(@) = 0. Niech k bedzie liczba takich réznych liczb rzeczywistych x, ze
r = S(X) dla pewnego X C A. Niech ¢ bedzie liczba uporzadkowanych par
(X,Y) podzbioréw zbioru A spetniajacych réwnosé S(X) = S(Y).

Dowiesé, ze ki < 6.

Uwaga. Przy definiowaniu ¢ uwzgledniamy réwniez pary postaci (X, X) dla wszystkich X C A. Pary
uporzqdkowane (X,Y) oraz (Y, X) uznajemy za rézne, o ile X #Y .

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wystaé listem
poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wiasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdiniej dnia

7 grudnia 2017 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiqzania przestane w terminie pézniejszym nie beda rozpatry-
wane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisac w lewym gérnym rogu pierwszej jego strony: imieniem
i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektronicznym oraz klasq, nazwq i adresem szkoly.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewddztwa pomorskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego,
ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

Dla wojewddztwa $laskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego,
ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewddztwa maltopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego,
ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakow.

Dla wojewddztwa lubelskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej

— Zaklad Rachunku Prawdopodobienstwa pok. 810, Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Marii Curie-Sklodowskiej,

pl. Marii Curie-Sktodowskiej 1, 20-031 Lublin.

Dla wojewodztwa tddzkiego i $wietokrzyskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Ma-
tematycznej — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu L.odzkiego,
ul. Banacha 22, 90-238 L.6dz.

Dla wojewodztwa wielkopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza,
ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.

Dla wojewddztwa podkarpackiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Katedra Matematyki Politechniki Rzeszowskiej,
al. Powstancéw Warszawy 8, 35-959 Rzeszow.

Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego: Komitet Okregowy Olim-
piady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczecinskiego,
ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Dla wojewédztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:

— Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Mikolaja Kopernika,

ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk,
ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewddztwa dolno$laskiego i opolskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego,
pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé
w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



