LXIX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych zawodéw stopnia pierwszego
1 wrzednia 2017 r. — 7 grudnia 2017 r.

Zadanie 1. Dane sa liczby catkowite a i b oraz liczba pierwsza p > 3. Wykazaé, ze jedli liczby a + b
oraz a® + b* sa podzielne przez p, to liczba a? + b? jest podzielna przez p?.
Autor zadania: Michal Pilipczuk

Rozwiazanie:
Skoro p | (a+b)ip| (a®>+ %), to p| (a+b)* — (a® + b*) = 2ab. Jednakze p > 3, wiec p | a lub p | b,
a poniewaz p | (a+b), to p| aip|b. Wobec tego p? | a® oraz p* | b?, skad teza zadania. O

Zadanie 2. Dany jest trojkat ABC, w ktorym 3AC' = AB + BC. Okrag dopisany do trojkata ABC
jest styczny do boku AB w punkcie P, za$ do prostej AC' w punkcie ). Wykazaé, ze kat C'PQ) jest prosty.
Autor zadania: Michal Kieza

Rozwiazanie:
Na podstawie réwnosci odcinkéw stycznych, mamy zaleznosci BP = BR, AP = AQ oraz CR = CQ.
Laczac je wraz z warunkami zadania dostajemy, ze

3AC =AB+ BC =AP+ PB+ BC=AP+ RB+ BC =
=CR+AP=CQ+ AP =AC+ AQ + AP = AC + 2AP,

stad AC' = AP = AQ. Oznacza to, ze punkt A jest srodkiem odcinka C'Q) i jednocze$nie srodkiem okregu
opisanego na tréjkacie CPQ, wiec $CPQ = 90°. O

rys. 1

Zadanie 3. Znalez¢ wszystkie trojki x, y, z liczb rzeczywistych spetniajace rownania

22y +2 =12+ 2z
Yz +2=1y+2zx
22x+2 =242y

Autor zadania: Michal Figlus

Rozwiazanie:
Odpowied?: Jedynymi tréjkami x,y, z spelniajacymi dane réwnania sa: (—1,—1,—1), (1,1, 1), (2,2,2).



Sposob I: Dany uktad jest rownowazny uktadowi

z(zy —1) =2(yz — 1)
ylyz — 1) = 20 — 1)
2(zx —1) =2(zy — 1)

Wymnazajac stronami wszystkie trzy réwnania otrzymujemy

zyz(zy —1)(yz — 1)(zz — 1) = 8(zy — 1)(yz — 1) (22 — 1),

czyli
(zyz — 8)(zy — 1)(yz — 1)(zxz — 1) = 0.

Rozpatrzmy teraz dwa przypadki:
Przypadek 1. Co najmniej jedna z liczb xy, yz, zx jest réwna 1.
Dany uktad rownan jest cykliczny, wiec bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze ry = 1. Z pierwszego

Y - 2x
réwnania mamy yz = 1, a z drugiego, ze zo = 1. Zatem x? = Y =1, wigcr=1lubxr=—-1.Dlax =1
Yz
z réwnosci xy = zx = 1 dostajemy y = z = 1, a dla * = —1 analogicznie wnioskujemy, ze y = z = —1.

Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze trojki (1,1,1), (=1, —1, —1) spelniaja wyjsciowy uktad.
Przypadek 2. Zadna z liczb zy, yz, zx nie jest réwna 1.

. PRI L. . 8 8
Wtedy na mocy otrzymanej weze$niej roéwnosci zachodzi xyz = 8. Stad xy = —, yz = — oraz zo = —.
z x Yy
Podstawiajac te réwnosci do danego w tresci uktadu dostajemy

B2 42=g+1
Yi2=y+ 2

10—, 4 4

Uktad ten jest cykliczny, wiec bez straty ogdlnosci mozemy przyjacé, ze x > y i x > z. Wtedy x jest liczba
dodatnia, gdyz w przeciwnym wypadku bytoby vy < x < 01i 2z < x < 0, skad zyz < 0, co przeczytoby

z
rownosci zyz = 8. Wobec tego yz = % > 0, czyli y i 2z sa tego samego znaku i — > 0. Zatem z trzeciego
rownania dostajemy ze
16 8z

24+ —=—+4+2>2>0,
z oy
. . 16 : o
wiec z > 0 (gdyz dla z < 0 bytoby z + — < 0), a skoro y i z sa tego samego znaku, to réwniez y > 0.
z

Zatem x,y,z > 0, czyli 23 > xyz > 8, co daje v > 2. Stad i z drugiego réwnania dostajemy nieréwnoséé

16 8
y+— =2 p2<dy+2,
Yy X

ktora jest rownowazna nieréwnosci

(y—m<3+§>>o

8
prawdziwej dla y € [—3, 0) U [2, +00). Wiemy jednak, ze y > 0, wiec musi zachodzi¢ y > 2. Analogicznie
na podstawie trzeciego rownania dostajemy z > 2.
Ostatecznie x,y,z > 2, skad 8 = xyz > 8, wobec czego x = y = 2z = 2, co oczywiscie spelia uktad
dany w zadaniu. O]
Sposob I1: Mnozac pierwsze rownanie przez y i dodajac stronami podwojone drugie rownanie otrzymujemy:

22y? 4 2y + 2y 2 + 4 = zy + 2%z + 2y + 4z,

lub réwnowaznie
22y? — ay + 4 = ez



Analogicznie uzyskujemy 4?22 — yz + 4 = 4xy oraz 222% — za + 4 = 4yz. Podstawiajac a = zy, b = yz oraz

¢ = zx dostajemy uktad réwnan:

a’—a+4=4c

b —b+4=4a

2 —c+4=4b
Udowodnimy, ze powyzszy uktad ma jedynie dwa rozwiazania (a,b,c) = (4,4,4) oraz (a,b,c) = (1,1,1).
W tym celu rozwazmy najwicksza z liczb a, b, c. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze jest to a. Odejmujac
stronami dwa pierwsze rownania dostajemy rownosé

(a=b)a+b—1)=4(c—a)
Poniewaz
16(a+b—1)=4(b> —b+4)+4(c* —c+4)—16 = (2b— 1) + (2c — 1)* + 14 > 0,
to liczba a + b — 1 jest dodatnia. Oznacza to, ze zachodzi ciag nieréwnosci
0<(a—Db)(a+b—1)=4(c—a)<O0.

Poniewaz w powyzszych nieréwnosciach musi zachodzi¢ réwnosé, to mamy a = b i a = c. Bezposrednie
wstawienie prowadzi do réwnania a? —5a+4 = 0, wiec istotnie jedynymi rozwigzaniami sg trojki (a,b, ¢) =
(1,1,1) oraz (a,b,c) = (4,4,4).

Wr6émy do rozwiazania zadanego uktadu. Poniewaz xy = yz = zx # 0, to x = y = z. Wyjsciowy
uktad wraz z ta réwnoscia jest réwnowazny réwnaniu z° + 2 = z + 222, Mamy

=2 —r+2=(r—-2)(2* - 1) = (z - 2)(z — 1)(z + 1),

wiec rozwiazaniami zadanego uktadu sa trojki (z,v,2) = (2,2,2),(1,1,1), (-1, -1, —1). ]
Zadanie 4. Rozwazmy ciag (ay, as, . .., a,) o wyrazach ze zbioru {0, 1,2}. Blokiem bedziemy nazywaé
podciag postaci (a;, @it1,-..,a;), gdzie 1 < ¢ < j < n oraz a; = a;4+1 = ... = a;. Blok nazywamy

maksymalnym, jesli nie jest zawarty w zadnym diuzszym bloku. Przyktadowo w ciagu (1,0,0,0,2,1,1)
maksymalnymi blokami sa (1), (0,0,0), (2), (1,1).

Niech K, bedzie liczba takich ciagdéw dtugosci n o wyrazach ze zbioru {0, 1,2}, w ktérych wszystkie
maksymalne bloki majg nieparzyste dtugosci. Ponadto niech L,, bedzie liczbg wszystkich ciagéow dtugosci n
o wyrazach ze zbioru {0, 1,2}, w ktérych liczby 0 i 2 nie wystepuja na sasiednich pozycjach. Udowodnié,
ze L, = K,, + %Kn_l dla wszystkich n > 1. O

Autor zadania: Marcin Kuczma

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze ciag (K,,) spelia zaleznos$¢ rekurencyjna:

Ki=3,Kb=6 oraz K,=2K, 1+K,o dla n>3.

Rozwazmy n > 3. Ciagi dhugosci n, ktore majg wszystkie maksymalne bloki nieparzystej dtugosci dzielimy
na dwa podzbiory: takie, ktére maja ostatni maksymalny blok dtugosci 1 oraz takie, ktére majg ostatni
maksymalny blok dtugosci co najmniej 3.

Jezeli ostatni maksymalny blok ma dtugos¢ 1, to po jego usunieciu dostajemy cigg dtugosci n — 1,
ktorego wszystkie maksymalne bloki maja nieparzyste dhugosci. Odwrotnie, do kazdego ciggu dtugosci
n — 1, ktorego wszystkie maksymalne bloki maja nieparzyste dlugosci mozemy na dwa sposoby dopisac
na koncu wyraz, ktéry utworzy nowy maksymalny blok dtugosci 1. Oznacza to, ze ciagdw w pierwszym
podzbiorze jest 2K,,_;.

Jezeli ostatni maksymalny blok ma dtugo$¢ co najmniej 3, to po usunieciu jego dwoch ostatnich wy-
razéw otrzymamy cigg dtugosci n — 2, ktérego wszystkie maksymalne bloki maja nieparzyste dtugosci.
Odwrotnie, do ciagu dltugosci n — 2, ktérego wszystkie maksymalne bloki majg nieparzyste dtugosci mo-
zemy tylko na jeden sposéb dopisa¢ dwa wyrazy tak, aby ostatni maksymalny blok uzyskanego ciagu miat
dtugo$¢ co najmniej 3. Oznacza to, ze ciagéw w drugim podzbiorze jest K,_».



Podsumowujac: otrzymalidmy réwnos¢ K, = 2K,, 1 + K, dla n > 3. Sprawdzamy, ze K; = 3 oraz
K, = 6 i dostajemy wskazang zalezno$¢ rekurencyjna.
Udowodnimy teraz, ze ciag (L,) spelnia zaleznosé¢ rekurencyjna:

L1=3,Lyb=7 oraz L,=2L, 1+ L, > dla n>3.

Rozwazmy n > 3. Ciagi dtugosci n, w ktorych liczby 0 i 2 nie wystepuja na sasiednich pozycjach dzielimy
na dwa podzbiory: takie, ktore koncza sie dwoma jedynkami oraz takie, w ktorych przynajmniej jeden
z dwoéch ostatnich wyrazoéw nie jest jedynka.

Jezeli dwa ostatnie wyrazy w ciggu sg réwne 1, to po ich obcieciu dostaniemy ciag dtugosci n — 2,
w ktorym liczby 0 i 2 nie wystepuja na sasiednich pozycjach. Odwrotnie, do kazdego ciagu dtugosci n — 2
w ktorym liczby 0 i 2 nie sasiaduja mozemy dopisa¢ dwie jedynki, w tak otrzymanym ciagu dtugosci n
liczby 0 i 2 nie wystepuja na sasiednich pozycjach, ponadto jest on zakonczony dwoma jedynkami. Oznacza
to, ze ciagdw w pierwszym podzbiorze jest L, _».

Jezeli przynajmniej jeden z ostatnich dwoch wyrazéw ciggu nie jest jedynka, to po obcieciu ostatniego
wyrazu dostaniemy ciag dtugosci n — 1, w ktorym liczby 0 i 2 nie wystepuja na sasiednich pozycjach.
Odwrotnie, do kazdego ciagu dtugosci n — 1 w ktérym liczby 0 i 2 nie sasiaduja mozemy na dwa sposoby
dopisa¢ ostatni wyraz tak, aby 0 i 2 nie wystepowaly na sasiednich pozycjach a na ostatnich dwdch
pozycjach nie byto dwoch jedynek. Doktadniej: po 0 mozemy dopisa¢ 0 lub 1, po 1 mozemy dopisa¢ 0 lub
2 za$ po 2 mozemy dopisa¢ 1 lub 2. Oznacza to, ze ciagdéw w drugim podzbiorze jest 2L,,_;.

Podsumowujac: otrzymalismy réwnos¢ L, = 2L, 1 + L,_5 dla n > 3. Sprawdzamy, ze L; = 3 oraz
Ly = 7 1 dostajemy wskazana zaleznos¢ rekurencyjna.

Majac wzory rekurencyjne na ciagi (K,,) oraz (L), mozemy udowodni¢ dana w zadaniu zalezno$¢ przez
indukcje. Dla n = 2 i n = 3 zadana rowno$¢ jest spetniona gdyz

1 1 1 1
L2:7:6+§3:K2+§K1 oraz L3:17:15+§6:K3+§K2
Natomiast dla n > 4 wynika ona z zalozenia indukcyjnego zastosowanego don —11in — 2:
1 1
Ln - Kn - ganl = (2Ln71 + Lan) - <2Kn71 + Kn72) - g(anfZ + Kn73>
1 1
- 2(Ln—l - Kn—l - gKn—Q) + (Ln—Q - Kn—? - gKn—B)
=2-0+0=0.
Oznacza to, ze zadana zaleznos$é jest speliona. O]

Uwaga: Z uzyskanych wzoréw rekurencyjnych mozna wyprowadzi¢ wzory ogdlne

K, = 3?4/5 ((1 +V2)" — (1 - \/5)”) oraz L, = ; ((1 +V2)" T (1 — ﬂ)"“) .

Metoda uzyskiwania wzoréw ogdlnych dla rekurencji liniowych jest opisana w Dodatku A do Broszury
L Olimpiady Matematyczne;j.

Zadanie 5. Liczby a,b, c sa kolejnymi wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego. Ponadto, sa one
dtugosciami bokéw pewnego trojkata, w ktorym jeden z katow ma miare 120°. Udowodnié¢, ze trojkat ten
jest podobny do trojkata o bokach dtugosci 3, 5, 7.

Autor zadania: Michal Krych

Rozwiazanie:
Bez straty ogdlnoséci mozemy przyjac, ze a < b < c. Poniewaz kat 120° jest rozwarty, to lezy naprzeciw
najdtuzszego boku tréjkata. Z twierdzenia cosinuséw dostajemy, ze

1
¢ = a® 4+ b* — 2abcos(120°) = a® + b* — 2ab - (—2) = a® + b + ab.

Poniewaz liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego, to spetniona jest rownos¢
a + ¢ = 2b. Laczac otrzymane réwnosci dostajemy, ze

bla+b)=c*—a®>=(c+a)(c—a)=2b(c—a),


https://om.edu.pl/stara_wersja/zadania/om/om50_calosc_r.pdf
https://om.edu.pl/stara_wersja/zadania/om/om50_calosc_r.pdf

stad a + b = 2¢ — 2a. Mamy wiec zaleznosci

a—2b+c =0
3a+b—-2¢c =0.

Mnozac pierwsza réwnos¢ przez 2 i dodajac do drugiej otrzymujemy zwiazek 5a —3b = 0, a po pomnozeniu
drugiej przez 2 i dodaniu do pierwszej — zwiazek 7a — 3¢ = 0. Wobec tego b = 2a i ¢ = La, zatem tréjkat

3 3
jest podobny do trojkata o bokach 3,5, 7.

Zadanie 6. Podstawg ostrostupa czworokatnego ABC DS jest réwnolegtobok ABC D. Ponadto w ostro-
stup ABC'DS mozna wpisac¢ sfere. Wykazac, ze suma poél écian ABS i C'DS jest rowna sumie pol Scian
BCS i ADS.

Autor zadania: Michat Kieza

Rozwiazanie:

Niech K, L, M, N i P oznaczaja punkty stycz-
noéci sfery wpisanej ze scianami ASB, ASD, DSC,
BSC oraz DCBA, odpowiednio (rys. 1). Na podsta-
wie réwnosci odcinkéw stycznych do sfery mamy, ze
AK = AP oraz BP = BK, wiec trojkaty APB i
AK B sa przystajace.

Analogicznie uzasadniamy przystawanie trojka-
tow: BPC'i BNC, DMCiDPC,APDiALD,CMS
iCNS, SNBiBKS, ASKiASLoraz SLD i SMD.

Oznaczmy przez [F| pole figury F. Poniewaz tréj-
katy przystajace maja réwne pola, to

5--

[ASB] + [DSC] = ([AKB] + [ASK] + [BK S])+ /;h
+ ([DMC|+ [SMD] + [CMS]) = ] -
= ([APB] + [ASL] + [SNB])+ _',' ______ A
+ ([DPC] + [SLD] + [CNS)). :
Podobnie dostajemy zwiazek ys. 1

[BSC| + [ASD] = ([BPC] + [SNB] + [CNS]) + ([APD] + [ASL] + [SLD]).
Odejmujac powyzsze réwnosci stronami otrzymujemy, ze
[ASB] + [DSC] — ([BSC] + [ASD]) = [APB] + [DPC| — (|[BPC| + [APD]),

wiec wystarczy pokazaé zaleznosé [APB] + [DPC| = [BPC| 4 [APD] lub réwnowaznie
1
[APB]+ [DPC] = S [ABCD].

Rozpatrzmy rownolegtobok ABC'D (rys. 2) i niech
prosta przechodzaca przez punkt P i prostopadta do
AB przecina odcinki AB i C'D w punktach odpowied-
nio X i Y. Wowczas

[APB] + [CPD] = -PX-AB+;PY-CD:

NI RN RN

‘AB - (PX 4+ PY) =

AB. XY = ;[ABCD],

skad teza. [



Zadanie 7. W przestrzeni danych jest n > 7 zielonych punktéw, przy czym zadne cztery z nich nie leza
na jednej ptaszczyznie. Niektore z nich potgczono odcinkami, z ktérych czesé pomalowano na niebiesko,
a pozostate na czerwono. Przy tym kazdy zielony punkt jest koncem takiej samej liczby czerwonych co
niebieskich odcinkow oraz istnieje zielony punkt, ktory jest konicem co najmniej szesciu kolorowych od-
cinkow. Udowodni¢, ze mozna usunaé¢ co najmniej jeden, ale nie wszystkie kolorowe odcinki tak, by nadal
kazdy zielony punkt byt konicem takiej samej liczby czerwonych co niebieskich odcinkow.

Autor zadania: Kamil Rychlewicz

Rozwiazanie:

Wybierzmy dowolny zielony punkt, ktéry jest koncem co najmniej szesciu kolorowych odcinkow. Niech
to bedzie punkt P. Rozwazmy zbiér tamanych ztozonych z kolorowych odcinkéw o nastepujacych wtasno-
Sciach:

e tamana zaczyna sie w punkcie P,

e lamana nie przechodzi ponownie przez punkt P.

e odcinki tamanej sa na przemian czerwone i niebieskie, zaczynajac od czerwonego,
e kazdy kolorowy odcinek jest odcinkiem tamanej co najwyzej raz.

Ze zbioru tych tamanych wybierzmy taka, ktora sktada sie z maksymalnej mozliwej liczby odcinkéw.
Oznaczmy koniec tej tamanej przez (). Punkt @) nalezy do nieparzystej liczby odcinkéw tamanej, a poniewaz
kolory odcinkéw tamanej wystepuja na przemian i punkt () jest koncem tej samej liczby czerwonych
co niebieskich odcinkoéw, to z punktu () wychodzi odcinek koloru réznego od koloru ostatniego odcinka
tamanej. Skoro nasza tamana ma maksymalng mozliwg dtugosé, to drugim koncem tego odcinka musi by¢
punkt P, gdyz w przeciwnym razie moglibysmy nasza tamana wydtuzy¢.

Uzyskaliémy tamana ktérej odcinki majg naprzemienne kolory, ktéra zaczyna i koniczy sie w punkcie P
oraz o tej wtasnosci, ze punkt P nie lezy w srodku tamanej. Jezeli pierwszy i ostatni odcinek tej tamane;j
majg rozne kolory, to zbiér odcinkéw naszej tamanej spelnia warunki zadania. W przeciwnym razie nasza
tamana zaczyna i konczy sie czerwonym odcinkiem.

W zbiorze pozostatych odcinkéw analogicznie znajdujemy tamana zaczynajaca i konczaca sie¢ w punk-
cie P, ktora zaczyna sie niebieskim odcinkiem i ktérej odcinki maja naprzemienne kolory. Jezeli ta tamana
konczy sie czerwonym odcinkiem, to zbior jej odcinkéw spetnia warunki zadania. W innym wypadku zbior
odcinkéw obu tamanych spetnia warunki zadania. Zauwazmy, ze nie usuwamy wszystkich odcinkéw, gdyz
usuwamy co najwyzej cztery odcinki, ktérych koncem jest punkt P. O]

Zadanie 8. Na ptaszczyznie umieszczono 2017 punktow w taki sposob, ze odlegtos¢ miedzy kazdymi
dwoma z nich jest wieksza od 1. Wykazaé, ze odlegto$¢ miedzy pewnymi dwoma sposrod tych punktéw
jest wieksza od 35.

Autor zadania: Michal Pilipczuk

Rozwiazanie:

Przypus¢my dla dowodu nie wprost, ze kazde dwa sposréd danych punktéow leza w odlegtosci co naj-
wyzej 35.

Poniewaz odlegtosci pomiedzy danymi punktami sa nie wieksze niz 35, to wszystkie punkty znajduja
sie w kwadracie 35 x 35, ktorego lewy bok wyznacza punkt znajdujacy sie najbardziej na lewo, zas gorny
bok, punkt, ktéry znajduje sie najwyzej. Rozwazmy kota o $rodkach w danych punktach i promieniu 1/2.
Poniewaz ich $rodki znajduja sie w kwadracie o boku 35, to wnetrza két znajduja sie wewnatrz kwadratu
o boku 36. Oszacujmy sume pél danych kot:

2017 -7+ (1/2)2 > 2016 - 1/4 - = 5047 > 504 - 3 = 1512 = 42 - 36 > 36°.

Oznacza to, ze pewne dwa z tych kot przecinaja sie. Srodki przecinajacych sie kot znajduja sie w odleglosci
mniejszej niz 1, co przeczy zatozeniu zadania. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi tezy zadania. O]

Uwaga. Zadanie mozna rozwiaza¢ w analogiczny sposob wykorzystujac twierdzenie Junga:

Twierdzenie. Kazdy skonczony zbior punktow, wsrod ktorych dowolne dwa punkty znajdujg sie w odle-

gtosci co najwyzej d, zawiera sie w pewnym kole o promieniu %.



Dowdd. Aby udowodni¢ to twierdzenie wystarczy rozwazy¢ kota o érodkach w danych punktach i pro-
mieniu %. Wykazemy, ze dowolne trzy sposrdd tych kot przecinajg sie. Wybierzmy pewne trzy punkty,
jezeli sa one wspotliniowe, to teza jest oczywista. W przeciwnym razie oznaczmy przez o najmniejszy kat
trojkata wyznaczonego przez te trzy punkty. Z twierdzenia sinuséw wynika, ze promien okregu opisanego
na tym tréojkacie nie moze by¢ wiekszy niz 2si1a < QSin((iGOO) = %. Oznacza to, ze $rodek okregu opisanego
na tym trojkacie nalezy do kazdego z trzech wybranych koét. Poniewaz kazde trzy sposrod tych kot maja
punkt wspoélny, to wszystkie te kota majg punkt wspdlny, co jest konsekwencja nastepujacego twierdzenia

Helly’ego:

Twierdzenie. Jezeli Cy,Cy, ..., C, sq¢ wypuklymi podzbiorami plaszczyzny i kazde trzy majg punkt wspol-
ny, to zbior CyNCyN...NC, jest niepusty.

Niech P bedzie dowolnym punktem wspoélnym wybranych koét. Pozostaje zauwazy¢, ze koto o srodku
d

w punkcie P i promieniu 7 zawiera dane punkty. O
Wiecej o twierdzeniu Junga i Helly’ego mozna przeczyta¢ np. w ksiazce I. M. Jagltoma i W. G. Bot-
tianskiego, Figury wypukte, PWN, Warszawa 1950.
Przejdzmy do rozwigzania zadania. Analogicznie jak w pierwszym sposobie zakladamy, ze odlegtosé
miedzy dowolnymi sposréd danych punktéw jest nie wigksza niz 35. Z twierdzenia Junga wynika, ze punkty
te lezg w kole o promieniu % Rozwazamy kola o §rodkach w danych punktach i promieniu 1/2. Wnetrza

tych kot lezg wewnatrz kota o promieniu %+ % Podobnie jak w pierwszym sposobie pozostaje zauwazyc¢,
ze ktores dwa z tych kot przecinaja sie, gdyz ich suma pdl jest wieksza od pola kota wewnatrz ktorego sie
znajduja:

2
1 35V3 70v/3
2017-7r-(1/2)2>7r<2+;/_> — V2017 > 1+;/_.

Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa, gdyz

129 718 7 -/300 70v/3
\/2017>\/1936:44:1+3>1+3>1+3:1+;/_.

Uwaga. Zauwazmy na koniec, Ze prowadzgc doktadne rachunki w obydwu sposobach, mozna udowodnic,
ze pewne dwa sposrod danych punktow znajdujg sie w odlegtosci co najmniej 38.
Zadanie 9. Wykaza¢, ze dla nieskonczenie wielu liczb catkowitych n > 1 réwnanie
(l’ + 1)n+1 _ (ZE _ 1>n+1 — yn

nie ma rozwigzania w liczbach catkowitych x,y.
Autor zadania: Witold Bednarek

Rozwiazanie:

Wykazemy, ze dla n = p — 1, gdzie p > 2 jest dowolna liczba pierwsza, podane réwnanie nie ma
rozwigzania w liczbach catkowitych.

Zatozmy, ze istnieja takie liczby catkowite x, vy, ze zachodzi réwnosé

(x+1)P — (z—1)P =y L.
7 matego twierdzenia Fermata wynika, ze
plx+1)P—(x+1) oraz p|(x — 1)’ — (z —1).
Wobec tego
plE+1)P—(+1)—(z-1Yf—(z—1)=(@+1)P —(z -1 —2=9y"' —2.

Stad otrzymujemy podzielnosé
plyly ™ =2) =y’ —y—y.



Ponownie korzystajac z matego twierdzenia Fermata dostajemy, ze p | y? — y, co wraz z poprzednia
podzielnoscia daje p | y — sprzecznos$é z tym, ze p | y?~! — 2. n

Zadanie 10. Dana jest liczba catkowita n > 3. Udowodni¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczy-
wistych x1,...,x, zachodzi nieréwnos¢

L+a2  1+2a3 1+l , 1422, 1+a?2
+ +...+ + + Zn
T2+ X3 T3+ X4 Tp_1+ Ty Ty + 21 1+ Xo

Autor zadania: Michal Kieza

Rozwigzanie:
Korzystajac z nieréwnosci miedzy srednimi dostajemy ciag nieréwnosci

1+x%+x2+x3>2\/1+x%'x2+x3:2 1+x%>2'1+x1:1+x1'
T+ T3 2 o + T3 2 2 2
Analogicznie dla k = 1,2,...,n otrzymujemy nieréwnosci:
1‘|‘Jf% xk+1+$k+2 > ]_—{—[[‘k’
T+1 + Tht2 2

gdzie przyjmujemy x,11 = X1 Oraz T, s = T2. Sumujac powyzsze nieréwnosci i odejmujac od obu stron
sume ry + T9 + ...+ x, dostajemy teze. O

Zadanie 11. Na plaszczyznie dany jest trojkat A; As As. Przyjmujac Ay = Ay oraz A5 = As, definiujemy
punkty X, oraz Y; dla t = 1, 2,3 nastepujaco. Niech I'; bedzie okregiem dopisanym do tréjkata Ay AsAs
i stycznym do boku A; 1A, zas I; bedzie jego srodkiem. Niech P, i (); beda odpowiednio punktami
stycznosci I'y z prostymi A; Ay 1 oraz Ay Ay e, Wowezas X, 1Y, sa odpowiednio punktami przeciecia proste;
P,Q; z prostymi I;A;q oraz I; A, 5. Wykazaé, ze punkty Xy, Y7, Xy, Y5, X3, Y3 leza na jednym okregu.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:

Niech D, D5, D3 bedg punktami stycznosci okregéw dopsianych do bokow BC, CA i AB, odpowiednio
(rys. 3). Wykorzystujac rownosé odcinkéw stycznych mamy

1 1
QsAs = 5(@3143 + P3As) = 5(@3142 + AsAs + AsAL + A1 Ps) =

1
= §(D3A2 + AxAz + A3A; + AlDS) =D,

rys. 3



gdzie p jest potowg obwodu tréjkata A; A Az. Analogicznie dostajemy, ze Ay Py = p, stad
Q3Ay =p— AyAz = Ag Py — Ay Az = AzPs. (1)

Prosta Q3 P; jest prostopadta do dwusiecznej kata As A3 A;, wiec jest rownolegta do prostej A3 Xy, ktora
jest dwusieczng kata zewnetrznego As A3A;. Podobnie A5Y;3 || XoPy. Wobec tego z réwnosci dostajemy
przystawanie trojkatéw QQ3AsY3 oraz A3 Py Xs. W szezegdlnosei XoYs || A As.

Zauwazmy teraz, ze I I3 A3l = 90°, gdyz jest to kat miedzy dwusiecznymi katéw przylegtych. Podobnie
13451, = 90°, wiec na czworokacie IoI3A;A; mozna opisaé okrag. Wobec tego S Aslyls = S A3A,X].
Z réwnolegtosci 13 || X1Y) oraz XoY3 || AxAs wynika wiec, ze

SOV X) = A3 = $A3A: X = $X,Y3A,. (2)

Réwnosé pokazuje, ze na czworokacie XY XoY3 mozna opisa¢ okrag. Analogicznie uzasadniamy;,
ze na czworokatach XoY5X3Y) oraz X3Y3X,Y, mozna opisa¢ okregi.

Gdyby czworokaty X Y1 XoY3, XoYoX3Y) oraz X3Y3X,Ys byly wpisane w rézne okregi, to ich osie
potegowe I11s, 1513 i I3]; przecinalyby sie w jednym punkcie, co jest niemozliwe. Wobec tego punkty
X1,Y1, Xo,Ys, X3, Y3 lezg na jednym okregu. O]

Uwaga. W koncéwce rozwigzania nie jest konieczne wykorzystanie osi potegowych. Istotnie: z tego, ze na
czworokacie As Azl I3 mozna opisaé okrag oraz rownoleglosci Y2 X || I3As, [2As || X3Q3 oraz Q3 Ps || Y3X5
mamy

SXoYoly = 1345 = 1, A3 P = $X3Q3P = 4 X3Y3Xs.

Wobec tego na czworokacie X5Y5X3Y3 mozna opisa¢ okrag. Podobnie pokazujemy, ze na czworokatach
X,1Y1X3Y3 oraz Y1 XoY5 X mozna opisaé okregi.

Zadanie 12. Zbiér A skltada sie z n liczb rzeczywistych. Dla podzbioru X C A przez S(X) oznaczamy
sume elementéw zbioru X, przy czym przyjmujemy S()) = 0. Niech k bedzie liczba takich réznych liczb
rzeczywistych x, ze x = S(X) dla pewnego X C A. Niech ¢ bedzie liczba uporzadkowanych par (X,Y)
podzbioréw zbioru A spehiajacych réwnosé S(X) = S(Y).

Dowiesé, ze kf < 6.

Uwaga. Przy definiowaniu £ vwzgledniamy réwniez pary postaci (X, X) dla wszystkich X C A. Pary uporzedkowane (X,Y) oraz (Y, X) uznajemy
za rézne o ile X #£Y.

Zadanie zaproponowat: Michat Pilipczuk

Rozwiazanie:

Dla dowolnego zbioru X, niech P(X) oznacza zbiér wszystkich podzbioréw X, natomiast |X| to liczba
elementéw X.

Oznaczmy przez S zbior tych liczb rzeczywistych x, ze x = S(X) dla pewnego X C A. Dla dowolnego
elementu s € S niech P; oznacza zbior tych X C A, ze S(X) = s.

Oczywiscie

k=S| oraz > |P|=|P(4)=2"
seS

Poniewaz liczba takich uporzadkowanych par (X,Y) podzbioréw zbioru A, ze S(X) = S(Y) = s wyno-

si |Py)?, to
l= §:|}2F‘
seS
Niech sy € S bedzie taka liczba rzeczywista, ze liczba elementéw w zbiorze Py, jest najwieksza. Oznacz-
my przez M = |P,,| te liczbe elementéw. Poniewaz spelniona jest nier6wnosé

RO=IS|- D IR < M-S [P =M - |S] - 27,

seS sES

to wystarczy wykazaé, ze M - |S| < 3™.
Niech @ C P(A) bedzie zbiorem zawierajacym po jednym elemencie z kazdego zbioru Py, dla s € S.
Oczywiscie |Q| = |S|.



Oznaczmy elementy zbioru A przez aj,as,...,a, w dowolnej kolejnosci. Dla dowolnego podzbioru
Z C A niech
v(Z) = (v (Z),v2(Z),...,v.(2)),

2) 1 jedlia; € Z,
(5 =
0 jeslia; & Z.

gdzie

Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnych Z, Z' C A, jesli v(Z) = v(Z'), to Z = Z'.
Dla zbioréw X € Py, oraz Y € () wprowadzmy n-tke

v(X,Y) = 0(X)+ oY) = (0(X,Y),0(X,Y),...,0.(X,Y)),
gdzie v;(X,Y) = v;(X) + v;(Y). Wowczas
SX)+SY)=a1-v1(X,)Y)+as - na(X,)Y)+ ...+ a, v,(X,Y). (3)

Pokazemy, ze dla wszystkich (X,Y') € Py, xQ, n-tki v(X,Y’) sa parami r6zne. A poniewaz v; € {0, 1,2},
to dostaniemy, ze M - |S| = | Py, | - |@Q| < 3", czyli zakonczymy dowdd.

Zatozmy, ze dla pewnych (X, Y), (X", Y") € Py, xQ zachodzi réwnos$¢ v(X,Y) = v(X’, Y’). Na mocy
oznacza to w szczeg6lnosci, ze

S(X)+S(Y)=S5(X")+ SY").

Skoro kazdy ze zbioréw w Py, ma sume réwna sg, to S(X) = S(X') = sg, wiec réwniez S(Y) = S(Y”).
Jednakze zbiory w () maja parami rézne sumy, wiec wynika stad, ze Y = Y.

Zauwazmy teraz, ze z rownosci v(X,Y) = v(X',)Y’) oraz Y = Y’ wynika X = X'. Istotnie, mamy
wtedy

v(X)=v(X,Y)—0Y)=v(X"Y') —0(Y') =v(X),

wiec X = X’. Wynika stad, ze v(X,Y) = v(X’,Y’) pociaga za soba (X,Y) = (X', Y”), co konczy dowdd.
]

(db,mg)



