LXIX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego
9 lutego 2017 r. (pierwszy dzien zawoddw)

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmu-
jace wartosci rzeczywiste, ktére spetniajg oba nastepujace warunki:

o f(x)+ f(y) = xy dla wszystkich liczb rzeczywistych z,y; oraz

e dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje taka liczba rzeczywista y, ze f(z) + f(y) = zy.

Autorzy zadania: Marta i Michat Strzeleccy

Rozwiazanie:
2

OdpowiedZ: Warunki zadania spelnia jedynie funkcja zadana wzorem f(z) = % dla dowolnej
liczby rzeczywistej x.

Niech f bedzie funkcja spelniajaca warunki zadania. Wstawiajac do pierwszego warunku =z = y
*) 22
dostajemy nieréwnos¢ f(z) + f(z) > z?, lub réwnowaznie f(z) > %
Wybierzmy dowolng liczbe rzeczywista x. Z drugiego warunku wynika, ze istnieje taka liczba
rzeczywista y, ze f(x) + f(y) = xy. Stad i z nieréwnosci (x) dostajemy, ze
T 1
0=f(a)+f) —wy> 5+ 5 —ay=S(x—y)? > 0.

Oznacza to, ze w powyzszych nierownosciach musi zachodzi¢ réwnosé, w szczegédlnosci f(x) =

2
Niech teraz f(x) = % Woéwezas

22
2

flx)+ fly) —zy =

x? 2 1
LY
2 2

wiec pierwszy warunek jest spetniony. Réwnos¢ w powyzszej nieréwnosci zachodzi dla y = x, wiec
drugi warunek jest réwniez spetniony. O]
2. Dana jest dodatnia liczba catkowita n, ktéra z dzielenia przez 8 daje reszte 4. Liczby
1=k <ky<...<k,=n

sa wszystkimi dodatnimi dzielnikami liczby n. Udowodnié, ze jedli liczba i € {1,2,...,m — 1} nie
jest podzielna przez 3, to k; 1 < 2k;.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:
Niech i € {1,2,...,m — 1} bedzie taka liczba, ze spelniona jest nier6wnosé¢ k;y1 > 2k;. Udo-
wodnimy, ze liczba i jest podzielna przez 3. W tym celu wykazemy, ze zbiér {ki, ko,... k;} jest

suma roztacznych tréjek postaci (d,2d,4d), gdzie d jest dowolnym nieparzystym dzielnikiem n nie
wiekszym od k;.

Niech d | n, 21 d oraz d < k;. Poniewaz liczby 2 i d sa wzglednie pierwsze i obie sa dzielnikami
n, wiec 2d | n i 2d < 2k;. Poniewaz k; oraz k1 sa kolejnymi dzielnikami n i 2d < k;y1, wiec 2d < k;.



W taki sam sposob korzystajac z tego, ze 4 | n dowodzimy, ze 2 -2d = 4d | ni4d = 2-2d < k;.
Oznacza to, ze trojka (d, 2d, 4d) jest podzbiorem zbioru {ki, ka, ..., k;}.

Niech a < k; bedzie dzielnikiem n. Poniewaz 8 1 n, to 8 1 a. Oznacza to, ze a = d, a = 2d lub
a = 4d, dla pewnego nieparzystego dzielnika d liczby n. Poniewaz d < a < k;, to a nalezy do pewne;j
tréjki postaci (d, 2d, 4d).

Oczywiscie jezeli dy # day, to trojki (dy,2dy,4dy) 1 (de,2ds,4dy) sa roztaczne. Zatem istotnie
rozbiliSmy zbiér {k1, ko, ..., k;} na roztaczne podzbiory tréjelementowe, wiec 3 | i, stad teza. H

3. Symetralna boku BC' przecina okrag opisany na tréjkacie ABC' w punktach P i @, przy czym
punkty A i P leza po tej samej stronie prostej BC'. Punkt R jest rzutem prostokatnym punktu P
na prosta AC. Punkt S jest srodkiem odcinka AQ). Wykazaé, ze punkty A, B, R i S leza na jednym
okregu.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

rys. 1

Bez straty ogoélnosci przyjmijmy, ze AB < AC. Jezeli AB = AC, to A= P =RiS = 0.
Poniewaz w takim przypadku <ACB < 90°, to punkty A, B,O nie sa wspotliniowe, wiec leza na
jednym okregu i teza zadania jest spetniona. Jezeli AB > AC, to rozwiazanie przebiega analogicznie.

Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Oczywiscie punkt O lezy na odcinku
PQ oraz OS 1 AQ. Poniewaz < PCR = $OQS, to trojkaty prostokagtne PRC i OSQ sa podobne.

Ponadto PB = PC, OB = OQ) oraz

IBOQ = 29¥BCQ = 2¥QPC = ¥BPC,

wiec trojkaty OBQ i PBC sg podobne. Na podstawie uzyskanych podobienstw wnioskujemy, ze
czworokaty OSBQ i PRBC sa podobne. W szczegdlnoéci < BSQ = < BRC, wiec

YARB = 180° — $BRC = 180° — ¥BSQ = YASB,

zatem na czworokacie ABSR mozna opisa¢ okrag. m
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4. Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i C'D, przy czym okrag o $rednicy BC' jest styczny
do prostej AD. Udowodnié, ze okrag o srednicy AD jest styczny do prostej BC.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Niech punkty M i N beda odpowiednio srodkami ramion AD i BC. Zat6zmy, ze okrag o Srednicy
BC' jest styczny do prostej AD w punkcie (). Wowczas NQ = NC, gdyz sa to promienie okregu
o srednicy BC. Oznaczmy przez P rzut prostokatny punktu M na prosta BC.

Poniewaz M N || CD, to [MNC| = [MN D], gdzie [F| oznacza pole figury F. Jednakze ze wzoru
na pole trojkata oraz zalozenia zadania mamy

[MND]:;-MD«QN:;-MD(Z’N. (1)

Podobnie )
[MNC’]zi-C’N-MP. (2)

Porownujac uzyskane zaleznosci stwierdzamy, ze M D = M P, czyli okrag o srednicy AD jest styczny
do BC w punkcie P. n

5. Dane sa takie piecioelementowe podzbiory Aj, As, ..., Ay zbioru {1,2,...,23}, ze dla wszyst-
kich 1 <17 < j <k zbiér A; N A; ma co najwyzej trzy elementy. Wykazaé, ze k < 2018.

Autor zadania: Wojciech Nadara

Rozwiazanie:

Oszacujmy na dwa sposoby liczbe takich par (B, i), ze 1 < i < k oraz B jest czteroelementowym
podzbiorem zbioru A;.

Z jednej strony, dla dowolnego 1 < @ < k istnieje doktadnie 5 czteroelementowych podzbioréw
zbioru A;, wiec liczba naszych par wynosi 5k.



Z drugiej strony dowolny czteroelementowy podzbiér zbioru {1,2,...,23} moze by¢ podzbiorem

co najwyzej jednego sposrod zbiorow Ay, As, . .., A. Oznacza to, ze liczba naszych par jest nie wieksza
od liczby czteroelementowych podzbioréow zbioru {1,2,...,23}. Stad spelniona jest nieréwnosé

23 23-22-21-20

bk < = =23-11-7-5=1771-5,

4 24

wiec k < 1771 < 2018. O
6. Dana jest dodatnia liczba catkowita k oraz ciag ay, as, as, . . . 0 wyrazach ze zbioru {0, 1,2, ... k}.

Niech

bn:\’/a?+a§+...+ag

dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych n. Udowodni¢, ze jesli w ciagu by, by, b3, ... wystepuje
nieskonczenie wiele catkowitych wyrazow, to wszystkie wyrazy tego ciagu sa catkowite.

Autor zadania: Rami Ayoush

Rozwigzanie:

Jezeli wszystkie wyrazy ciagu aq, ao, as, . . . sg zerami, to rowniez wszystkie wyrazy ciggu by, by, b3, . . .
sg zerami i teza zadania jest spetniona. Przypusémy, ze co najmniej jeden wyraz ciggu aq, as, as, . . .
jest dodatni. Bez straty ogdlnosci, zmniejszajac ewentualnie k, mozemy przyjac, ze liczba k jest
najwiekszym wyrazem ciagu aq, as, as. . ..

Niech s bedzie najmniejsza taka liczbg catkowita, ze a, = k. Udowodnimy, ze dla dowolnego m # s
zachodzi réwno$é¢ a,, = 0. Wybierzmy taka liczbe n > max{s, m,2k?}, ze b, jest liczba calkowita.
Poniewaz n > 2k?, to zachodzg nieréwnoéci

\" n  n(n—1) 1 n
1+-) =144 80220 L =5 1),
(147) =142+ 502w s T - 1) 5 >

wiec 1+ % > /n. Wobec tego spelniona jest nieréwnosé

n 1
b, = (/aqf+a§+...+aﬁ< n-k" < (1+k>-k:k—|—1.

7, drugiej strony jezeli a,, > 1, to

b, = C/a’f—l—ag—i-...—l—ag} \’/1+a’;> Yar = k.

Otrzymalidmy, ze b, jest liczba catkowita i k < b, < k + 1. UzyskaliSmy sprzeczno$¢, wiec istotnie
a, = 0.
Wobec powyzszych rozwazan dla dowolnej liczby catkowitej n spelnione sg réwnoéci

k' dlan=s 0 dlan<s
(p, = oraz b, =
0 dlan#s ko dlan>s

W szczegolnosci wszystkie wyrazy ciagu by, by, bs, . . . sa catkowite. O]

(db,mg)



