LXIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
18 kwietnia 2018 r. (pierwszy dzien zawoddw)

1. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC.
Dwusieczna kata BAC' przecina bok BC' w punkcie D. Punkt M
jest érodkiem boku BC. Udowodnié¢, ze prosta przechodzaca przez
srodki okregéw opisanych na tréjkatach ABC i ADM jest réwnole-
gla do prostej AD.

2. Dany jest n-elementowy podzbior S plaszczyzny sktadajacy sie
z punktow o obu wspotrzednych catkowitych, przy czym n jest liczba
nieparzysta. Réznowartosciowa funkcja f: S — S spelnia nastepu-
jacy warunek: dla kazdej pary punktow A, B € S, odlegto$¢ miedzy
punktami f(A) i f(B) jest nie wigksza niz odlegto$¢ miedzy punk-
tami A i B. Wykazaé, ze istnieje taki punkt X € S, ze f(X) = X.

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢, dla ktérych istnieje
taka funkcja f: R — R, ze dla wszystkich z,y € R spelniona jest
rownosé

f(f(x) + f(y) +cxy = f(z +y).

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnoéci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.

LXIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
19 kwietnia 2018 r. (drugi dzieh zawoddéw)

4. Liczbe catkowita nazwiemy bezkwadratowq, jesli nie jest ona po-
dzielna przez zaden kwadrat liczby catkowitej wickszej od 1.

Niech n bedzie dodatnig liczbg catkowita. Przyjmijmy, ze w
zbiorze {1,2,3,...,n} jest doktadnie M takich liczb bezkwadrato-
wych k, ze liczba | 7] jest nieparzysta. Wykazac¢, ze liczba M jest
nieparzysta.

Uwaga: Dla danej liczby rzeczywistej x, przez |x| oznaczamy naj-
wiekszq liczbe catkowitg nie wiekszq od x.

5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB < AC.
Punkty E i F sg spodkami jego wysokosci opuszczonych odpowied-
nio z wierzchotkéw B i C. Prosta styczna w punkcie A do okregu
opisanego na tréjkacie ABC przecina prosta BC' w punkcie P. Pro-
sta réwnolegta do prostej BC' przechodzaca przez punkt A przecina
prosta EF w punkcie (). Wykazaé, ze prosta P() jest prostopadia
do srodkowej trojkata ABC' opuszczonej z wierzchotka A.

6. Dana jest liczba pierwsza p wieksza od 3. Niech K oznacza liczbe
takich permutacji (aq, as, ..., a,) zbioru {1,2,...,p}, ze liczba

10z + Q203 + ... + ap_1ap + apay

jest podzielna przez p. Udowodnié, ze liczba K + p jest podzielna
przez p.

Informacje dla uczestnika zawoddéw

1. Cgzas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisaé¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznoéci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawod6éw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.



