LXIX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego
18 kwietnia 2018 r. (pierwszy dzien zawodow)

1. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC. Dwusieczna kata BAC' przecina bok
BC w punkcie D. Punkt M jest srodkiem boku BC. Udowodnié¢, ze prosta przechodzaca przez srodki
okregéw opisanych na trojkatach ABC' 1 ADM jest rownolegta do prostej AD.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:

Oznaczmy odpowiednio przez O i S érodki okregdw opisanych na trojkatach ABC'i ADM (rys. 1).
Niech symetralna odcinka BC' przecina okrag opisany na trojkacie ABC' w punktach P i Q) przy
czym punkty A i P lezg po tej samej stronie prostej BC. Zauwazmy, ze P(Q jest $rednica okregu
opisanego na trojkacie ABC', za$ punkt @) jest srodkiem tuku okregu opisanego na tréjkacie ABC
niezawierajacego A, wiec lezy na dwusiecznej AD trojkata ABC.

Poniewaz SQAP = < PMD = 90°, to punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkacie ADM o
srednicy PD. W szczeg6lnosci punkt S jest srodkiem odcinka PD. Ponadto punkt O jest srodkiem
odcinka PQ), zatem punkty O i S sa odpowiednio srodkami bokow PQ) i PD tréjkata PDQ), wiec
OS || DQ, skad teza. O]

rys. 1

2. Dany jest n-elementowy podzbiér S plaszczyzny sktadajacy sie z punktéw o obu wspoétrzednych
catkowitych, przy czym n jest liczba nieparzysta. Réznowartosciowa funkcja f : S — S spekia
nastepujacy warunek: dla kazdej pary punktéow A, B € S, odlegto$¢ miedzy punktami f(A) i f(B)
jest nie wieksza niz odlegltos¢ miedzy punktami A i B. Wykazaé, ze istnieje taki punkt X € S, ze
f(X) =X.

Autorzy zadania: Marta i Michat Strzeleccy

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd przez indukcje ze wzgledu na n. Jezeli n =1, to teza jest oczywiscie
speliona.



Niech A bedzie dowolnym punktem zbioru S. Rozwazmy ciag

Poniewaz zbiér S jest skoniczony, to pewien punkt w tym ciagu powtoérzy sie. Wybierzmy minimalng
taka liczbe catkowita dodatnig k, ze A; = A;, ;. dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej i. Poniewaz f
jest roznowartosciowa funkcja ze zbioru skonczonego S w siebie, wiec z réwnosci A; = A;.x wynikaja
kolejno réwnosci A; 1 = A;j_14p, Aio = Ajoik, ..., Ag = Ag. Ponadto z minimalnosci liczby k
wynika, ze punkty Ag, Ay, ..., Ar_1 sa parami rozne.

Jedli k jest liczba parzysta, to zbiér S" = S\ {Ag, A1, ..., Ax_1} wraz z funkcja f zawezona do
S’ spelnia warunki zadania. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze istnieje taki punkt X € S’ C S, ze
f(X)=X.

Zatozmy, ze k jest liczba nieparzysta. Z warunku danego w zadaniu dostajemy, ze

|AgAi] > [A1As] > ... > [Ap—2Ak_1| = [Ak—140] > [AoA4l.

Zatem w powyzszych nierownosciach musi zachodzi réwnosé.
—_—
Oznaczmy przez (x;,y;) wspotrzedne wektora A; A, dlai =0,1,...,k — 1, gdzie Ay, = Ag. Po-
niewaz |AgA;| = |[A14s] = ... = |Ap_2Ak_1| = |Ar_1 40|, to spelnione sa réwnosci

ey =Tyl = =T Y (1)
Ponadto
k-1 k-1
i=0 i=0

k—1

gdyz Z Az’Ai—l-l = A()AO = W
i=0
Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby nieparzystej k jezeli liczby catkowite xq, yo, €1, ¥1, - . ., Th—1, Yp_1
spehiaja warunki (1) i (2),tozg=yo=21 =y1 = ... = Tj_1 = Yp_1 = 0.
Przypusémy, ze liczby catkowite xg, yo, 1, ¥1, - - ., Tr_1, Yrk—1 spetniaja warunki (1) i (2) i ze nie

wszystkie sa zerami. Sposrod wszystkich takich ciagéw wybierzmy ten o minimalnej warto$ci 3 + 2.
Dalej oznaczamy d = z2 + 2.

Jezelid =1 (mod 4), to w kazdej parze (z;,y;) jest jedna liczba parzysta i jedna liczba nieparzy-
sta. Mamy wowczas

k—1 k-1 k-1 k—1
1=0 =0 =0 =0

Otrzymujemy sprzecznos¢, gdyz k jest liczba nieparzysta.
Jezeli d = 2 (mod 4), to w kazdej parze (z;,y;) obie liczby sa nieparzyste. Wowczas

k-1 k-1
0=> z;=> 1=k (mod2).
i=0 i=0

Ponownie sprzecznos¢ z nieparzystoscia liczby k.

Jezeli zas d = 0 (mod 4), to w kazdej parze (z;,y;) obie liczby sa parzyste. W takim przypadku
liczby

Th= St = Bt = T = g = Ty, = B
2 2 2 2 - 2 - 2

sq catkowite i spelniaja warunki (1) i (2). Ponadto o + yf = ¢ < d. OtrzymaliSmy sprzecznosé z
minimalnoscig d.

Liczba d jako suma dwoch kwadratow liczb catkowitych nie daje reszty 3 z dzielenia przez 4.

Udowodnilismy, ze xg = yg =1 = y1 = ... = Tk—1 = Yr_1 = 0. W szczegodlnosci xy = yg = 0,
wiec m — 0. Oznacza to, ze Ag = Ay, wiec Ag = f(Ay), co konczy dowdd. O



3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢, dla ktérych istnieje taka funkcja f : R — R, ze dla
wszystkich x,y € R spetniona jest réwnosc¢

f(f(@) + f(y) +cry = f(z+y).

Autor zadania: Pawel Stuzewski

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze jedyna liczba rzeczywista c, dla ktorej istnieje funkcja f o zadanych wtasnosciach
jest ¢ = 0.

Po pierwsze zauwazmy, ze jezeli ¢ = 0, to dowolna funkcja stata spetnia warunki zadania.

Niech ¢ > 0 bedzie taka liczba rzeczywisty, ze istnieje funkcja f o zadanych wtasnodciach. Pod-
stawiajac y = —x do réwnania danego w zadaniu otrzymujemy, ze

F(f (@) + f(==)) = £(0) + ca®. (3)

Niech t bedzie liczba rzeczywista spelniajaca nieréwnosé ¢t > f(0). Poniewaz liczba ¢ moze byé
zapisana w postaci t = f(0) + cx? dla pewnego , to z réwnosci (3) wynika, ze t jest wartoscia
funkcji f.

Podstawiajac do wyjsciowej réwnosci x = 0 dostajemy rownosé

F(F Q)+ £(0) = Fly). (4)

Dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ > f(0) istnieje taka liczba rzeczywista y, ze f(y) = ¢, co w
potaczeniu z (4) daje
ft+ f(0)) =t.

Podstawiajac s = t+ f(0) do powyzszego réwnania otrzymujemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej
s > 2f(0) zachodzi wzér

f(s) =s—f(0). ()

Niech x > 3|f(0)| bedzie dowolna liczba rzeczywista. Z wzoru (5) zastosowanego kilkukrotnie wynika,
ze

f2f (@) = f(2x = 2f(0)) = 22 — 3f(0),

f(2x) = 2 — £(0).

Laczac powyzsze réwnosci z wyjsciowym réwnaniem dostajemy, ze dla dowolnego = > 3|f(0)| spel-
niona jest réwnos¢

2£(0) = ca®.

Poniewaz powyzsza réwnos$é moze zachodzi¢ dla co najwyzej dwoch liczb x, to dostajemy sprzecznosc.

Jezeli ¢ < 0, to rozumowanie przebiega analogicznie. W tym przypadku z réwnosci (3) wynika,
ze kazda liczba rzeczywista ¢ < f(0) jest wartoscia funkcji f, w konsekwencji réwnosé (5) zachodzi
dla dowolnego s < 2f(0). Podobnie jak wyzej, dostajemy ze dla x < —3|f(0)| zachodzi réwnosé
2f(0) = cz?, wigc ponownie uzyskujemy sprzecznosé. O



LXIX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego
19 kwietnia 2018 r. (drugi dzien zawoddw)

4. Liczbe catkowitg nazwiemy bezkwadratowa, jesli nie jest ona podzielna przez zaden kwadrat
liczby caltkowitej wiekszej od 1.

Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Przyjmijmy, ze w zbiorze {1,2,3,...,n} jest doktad-
nie M takich liczb bezkwadratowych &, ze liczba 7] jest nieparzysta. Wykazac, ze liczba M jest
nieparzysta.

Uwaga: Dla danej liczby rzeczywistej x, przez |x| oznaczamy najwickszq liczbe calkowitq nie
wiekszqg od x.

Autor zadania: Mariusz Skalba

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd przez indukcje ze wzgledu na n. Po pierwsze zauwazmy, ze dla n = 1
mamy M = 1 i teza zadania jest spetniona.

Przypusémy, ze teza zadania jest spetniona dla pewnej liczby n, udowodnimy, ze jest spetniona
dla n + 1. Niech k£ bedzie liczba catkowita dodatnig. Zapiszmy n+ 1 = gk + r, gdzie ¢, r sa catkowite

i0<r<gq Mamy L”T“J:qoraz
VLJ_ q gdy 7 >0,
k qg—1 gdyr=0.

Oznacza to, ze liczby L”T“J i | 7] sa réznej parzystosci wtedy i tylko wtedy, gdy & | n + 1.

Jeslin +1 = pi'p3? ... py°, gdzie p; < py < ... < py sa liczbami pierwszymi, to dzielniki bezkwa-
dratowe liczby n + 1 s postaci p;'ps? . .. py’, gdzie e1, eq, ..., e, € {0, 1}, wiec jest ich 2¢. Oznacza to,
ze po przejéciu od n do n + 1, doktadnie 2¢ spogréd liczb postaci L“le, gdzie liczba k jest bezkwa-
dratowa, ma inng parzysto$¢ niz | #]. Skoro £ > 1 to liczba 2° jest parzysta, a wiec parzystosé liczby
M nie zmienia sie. O

5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC. Punkty E i F sg spodkami jego
wysokosci opuszczonych odpowiednio z wierzchotkéw B i C'. Prosta styczna w punkcie A do okregu
opisanego na tréjkacie ABC przecina prosta BC' w punkcie P. Prosta rownolegta do prostej BC prze-
chodzgca przez punkt A przecina prostg EFF w punkcie (). Wykazaé, ze prosta P(Q) jest prostopadia
do srodkowej trojkata ABC' opuszczonej z wierzchotka A.

Autor zadania: Barttomiej Bollin

Rozwiazanie:
Zauwazmy na poczatku, ze na czworokacie EFBC mozna opisaé okrag wi, gdyz $BEC =
IBFC = 90°. W szczegdlnodci

SEFA=180°— $BFE = YACB = 4EAQ,

gdzie ostatnia rownos$¢ wynika z rownolegtosci prostych AQ i BC.

7, twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o kacie miedzy styczng a cieciwa wynika, ze okrag ws
opisany na trojkacie AFE jest styczny do prostej AQ. Wobec tego z twierdzenia o trzech osiach
potegowych zastosowanego dla punktu A i okregdw w; oraz wo wynika, ze punkt () lezy na osi
potegowej punktu A i okregu wy.

Ponownie korzystajac z twierdzenia o trzech osiach potegowych dla punktu A, okregu opisanego
na trojkacie ABC' i okregu w; dostajemy, ze punkt P lezy na osi potegowej punktu A i okregu wy.



Zatem prosta P() jest osig potegowg punktu A i okregu wq, wiec w szczegdlnosci jest ona prostopadia
do prostej taczacej punkt A ze srodkiem wq, czyli do prostej AM. n

6. Dana jest liczba pierwsza p wigeksza od 3. Niech K oznacza liczbe takich permutacji (aq, as, . . ., a,)
zbioru {1,2,...,p}, ze liczba
10z + a203 + ... + ap_1ap + apay

jest podzielna przez p. Udowodnié, ze liczba K + p jest podzielna przez p?.
Autor zadania: Michat Pilipczuk

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez A zbiér wszystkich permutacji zbioru {1, 2, ..., p} ktére spetniaja warunek dany
w zadaniu. Ponadto dla liczby catkowitej a niech @ oznacza te liczbe ze zbioru {1,2,...,p}, ktéra

daje te samg reszte z dzielenia przez p co a.
Rozwazmy odwzorowania

S: A3 (a1, a9,...,a,) = (ap,a1,as,...,0,-1) € A,

T:A5 (a,a9,...,ay) — (a1 + 1,aa+1,...,a, +1) € A.

Poniewaz liczba

(a1 +1D)(ag+ 1)+ (aa+1)(ag+1)+... + (ap + 1)(a1 +1)—
— (arag + asaz + ... +apar) =2(ay +as+...+a,) +p=pp+1)+p

jest podzielna przez p, mamy 0 € A <= T(0) € A <= S(0) € A.

Zauwazmy, ze dla dowolnej permutacji o = (ay, as, . . ., a,) speinione sg warunki
SP(o) :=S5(S(...5(0))) =0, TP(o):=T(T(...T(0))) =0, (6)
p razy p razy

S(T(o))=(ap+1L,a1+1,...,ap—1+1)=T(5(0)). (7)



Niech o € A, definiujemy zbiér

O(o) = {S"(T7(0)) | 1 < 4,5 < p}.

Wykazemy, ze jezeli o, 7 € A, to O(c) = O(7) lub O(c)NO(1) = 0. Przypusémy, ze u € O(a)NO(T).
Wowczas
p=S8*T")) dlapewnych 1< a,b<p,

wiec

O(u) = {S™(T"*(0)) | 1 < i, j < p}.

7 warunku (6) wynika, ze dla S7 = S+ orag Tit0 =TI+t wiec

O() = {S"*(T*(@)) [ 1< i.j
= {(ST(T0)) 1< i
(S 11241 % 1) = O

albo réwne, albo roztaczne, to mozemy wybrac¢ takie o1, 09, ..., 0%, ze dla dowolnych 1 < ¢

Analogicznie dowodzimy, ze O(u) = O(7). Ostatecznie O(c) = O(7). Poniewaz zbiory O(o), O(T S
<
zachodzi O(o;) N O(o;) = 0 oraz dla kazdego o € A istnieJe takie 1 < i < k, ze O(0;) =
k

Wowcezas oczywiscie A = | ] O(a;).

Udowodnimy, ze wér6éd zbioréw O(a1), O(03), . .., O(0oy) jest doktadnie p—1 zbioréw p-elementowych,
oraz k — (p — 1) zbioréw p2-elementowych.
Przypuséémy, ze zbiér O(c) ma mniej niz p* elementéw. Wowcezas

§1(1(0)) = §%(I*(0).

gdzie (i1,71) # (ia,j2) oraz 1 < iy, J1,%2,72 < p. Mamy S~ 2(T71792(g)) = 0. Oznaczmy o =
(a1,aq,...,a,), i = i3 —ig Oraz j = j; — jo. Zmieniajac ewentualnie permutacje o na jej cykliczne
przesuniecie mozemy zatozy¢, ze a; = p.

Po pierwsze zauwazmy, ze nie moze zachodzi¢ réwnos¢ i = p. Istotnie, jezeli i = p, to T?(0) = o,
wiec a; = a; + 7, skad j = p. Jednak jezeli ¢« = j = p, to i1 = iy 1 j; = jo whrew zalozeniom.

Z réwnosci SY(T7(0)) = o wynika, ze

G +j=a, dla t=12...p. (8)

Poniewaz ¢ # p, to istnieje taka liczba 1 < s < p— 1, ze si = 1 (mod p). Stosujac warunek (8)
s-krotnie otrzymujemy, ze dla t = 1,2, ..., p zachodzi wzor

(y = Og; + 8] = Gggg + 57

Oznaczmy m = sj. Otrzymujemy, ze (a1, as, . .., a,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy m, danym
wzorem

ap=(t—1m, dla t=12,...,p. (9)
Poniewaz

S(0) = ((p — Dm,pm,...,(p — 2)m) = TP~ (q),

to wszystkie permutacje w zbiorze O(o) daja si¢ przedstawi¢ w jednej z postaci T'(a), T?(a), ..., TP (o).
Otrzymane w ten sposob permutacje sa parami rézne, a ciagi je tworzace sa wszystkimi ciggami aryt-
metycznymi o réznicy m.

Udowodnilismy wiec, ze jezeli zbiér O(o) ma mniej niz p? elementéw, to ma doktadnie p elementéw
i sktada si¢ z ciaggéw arytmetycznych o pewnej ustalonej réznicy 1 < m < p — 1.



Odwrotnie, niech 1 < m < p — 1 i niech (aq,as,...,a,) bedzie permutacja zadana wzorem (9).
Sprawdzmy, ze spetnia ona warunek dany w zadaniu. Mamy

iamiﬂz im(i— 1)-mi=m? (ii(i— 1))

» (p—Dplp+1) :

=m"- 3 =0 (mod p),
gdzie w ostatniej kongruencji wykorzystalismy warunek p > 3.
Ostatecznie wykazali$my, ze wérdd zbiorow O(o1), O(o9), . .., O(oy) jest p—1 zbioréw p-elementowych,
ztozonych z ciagéw arytmetycznych o réznicach odpowiednio 1,2,...,p — 1 oraz k — (p — 1) zbioréw

p?-elementowych. Zatem

k
K+p= !A\+p:p+§|0(0i)!:
=p+plp—1)+p* - (k—(p—1)=p’(k—(p—1)+1),

jest liczbg podzielng przez p?, co nalezato udowodnié. O]

(db,mg)



