LXX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
I seria: 3 wrzesénia 2018 r. — 5 pazdziernika 2018 r.

1. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita k, ze w zapisie
dziesietnym liczby 2F kazda z cyfr 0, 1, ..., 9 wystepuje taka sama liczbe razy.

2. Wysokosci nieréwnoramiennego, ostrokatnego tréjkata ABC' przecinaja
sie w punkcie H. Punkt S jest srodkiem tego tuku BC' okregu opisanego na
trojkacie BCH, ktory zawiera punkt H. Wyznaczy¢ miare kata BAC', jesli
speliona jest rownos¢ AH = AS.

3. Rozstrzygnaé, czy istnieja takie parami rozne liczby wymierne a, b, ¢, ze
wielomiany

Plx)=2"4+ar*+bz+c i Qx)=2*+br*+cr+a
majg wspolny pierwiastek niewymierny.

4. Szachownice o wymiarach 2018 x 2018 przykryto przy pomocy jednej
. . . 2

kwadratowej ptytki o wymiarach 2 x 2 oraz 201% —4 prostokatnych ptytek o

wymiarach 1 x 5 w taki sposob, ze kazde pole szachownicy jest przykryte

przez doktadnie jedna plytke (plytki mozna obracaé). Wykazaé, ze plytka

2 X 2 nie przykrywa zadnego pola o krawedzi zawartej w brzegu szachownicy.

Rozwigzania powyiszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystac listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdzniej dnia

5 pazdziernika 2018 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiqzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedq rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania naleZy podpisac w lewym gérnym rogu
pierwszej jego strony: imieniem 1 nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwqg i adresem szkoly.



LXX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
IT seria: 6 pazdziernika 2018 r. — 5 listopada 2018 r.

5. Wyznaczy¢ wszystkie szostki aq, as, as, by, ba, bg liczb rzeczywistych o na-
stepujacej wlasnosci: dla ¢ = 1,2, 3 liczby a;11 1 b;11 sa réznymi pierwiastkami
réwnania x2 + a;z + b; = 0, przy czym przyjmujemy ay = a; oraz by = b;.

6. Sto oséb usiadto w réwnych odstepach przy okragltym, obrotowym stole.
Kazda z 0s6b zaméwita lody, przy czym 51 os6b zamowito lody $mietankowe,
a pozostate 49 o0s6b zamdwito lody czekoladowe. Przed kazda z oséb posta-
wiono lody o smaku niekoniecznie zgodnym z jej zamoéwieniem, przy czym
w sumie podano 51 lodéw $mietankowych oraz 49 czekoladowych. Wykazac,
ze stét mozna tak obrécié, by co najmniej 52 osoby miaty przed sobg lody
w zamoOwionym przez siebie smaku.

7. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Punkty P i Q leza
odpowiednio na ramionach BC i AD, przy czym <APB = JCPD oraz
JAQB = <CQD. Udowodnié, ze symetralna odcinka P(Q) przechodzi przez
punkt przeciecia przekatnych trapezu ABCD.

8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1, dla ktérych w pola kwadra-
towej tablicy o wymiarach n X n mozna tak wpisa¢ parami rézne kwadraty
liczb catkowitych, by suma liczb w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie ta-
blicy byta kwadratem liczby catkowitej oraz te 2n sum byto parami réznych.

Rozwigzania powyiszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystac listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdzniej dnia

5 listopada 2018 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiqzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedq rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania naleZy podpisac w lewym gérnym rogu
pierwszej jego strony: imieniem 1 nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwq i adresem szkoly.



LXX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
IIT seria: 6 listopada 2018 r. — 5 grudnia 2018 r.

9. Dany jest czworo$cian ABC' D, ktérego wszystkie Sciany sa ostrokatne.
Punkt X jest srodkiem dtuzszego tuku BC okregu opisanego na Scianie BC'D.
Punkt Y jest srodkiem dtuzszego tuku C'A okregu opisanego na $cianie C AD.
Punkt Z jest srodkiem dtuzszego tuku AB okregu opisanego na $cianie ABD.
Udowodni¢, ze punkty D, XY, Z leza na jednym okregu.

10. Dowies¢, ze jesli dodatnie liczby catkowite x,y, 2, t spetniaja réwnanie
22+ % 4 22 + 12 =2018!,
to kazda z liczb ,y, 2,1t jest wicksza od 102°°,

11. W turnieju badmintona wzieto udziat 2n zawodnikéw, gdzie n > 15 jest
liczbg catkowita. Kazda para zawodnikow rozegrata doktadnie jeden mecz,
nie bylo remisow. Gdy dla kazdego zawodnika policzono, z iloma innymi
zawodnikami wygral, to okazato sie, ze zadnych pieciu zawodnikéw nie uzy-
skato takiego samego wyniku. Wykaza¢, ze zawodnikéw mozna tak podzieli¢
na grupy A i B, kazda zlozong z n zawodnikéw, by wsrod meczéw pomie-
dzy zawodnikami z grupy A i zawodnikami z grupy B co najmniej 60% byto
wygranych przez zawodnikow z grupy A.

12. Dana jest dodatnia liczba catkowita k. Ciag dodatnich liczb rzeczywi-
stych aq, as, as, ... spelnia réwnosé
a1 +as+...+a, )
Api1 = Gp + 14 a2t + dla wszystkich n > k.
n

Wykazaé, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita NV, ze

k 1 N
N<CLN< 1+E .

Rozwigzania powyiszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystac listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdzniej dnia

5 grudnia 2018 r.
(decydugje data stempla pocztowego). Rozwiqzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedq rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania naleZy podpisac w lewym gérnym rogu
pierwszej jego strony: imieniem 1 nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwq i adresem szkoly.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewddztwa pomorskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego,
ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

Dla wojewddztwa $laskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego,
ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewddztwa matopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego,
ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakow.

Dla wojewddztwa lubelskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej

— Zaklad Rachunku Prawdopodobienstwa pok. 810, Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Marii Curie-Sktodowskiej,

pl. Marii Curie-Sklodowskiej 1, 20-031 Lublin.

Dla wojewodztwa 16dzkiego i $wietokrzyskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Ma-
tematycznej — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego,
ul. Banacha 22, 90-238 L.6dz.

Dla wojew6dztwa wielkopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza,
ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.

Dla wojewddztwa podkarpackiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyczno-Przyrodniczy Uniwersytetu Rzeszowskiego,
ul. Pigonia 1, 35-959 Rzeszéw

Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego: Komitet Okregowy Olim-
piady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczecinskiego,
ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Dla wojewédztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
— Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk,
ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewodztwa dolnoslaskiego i opolskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego,
pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé
w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



