LXX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego
3 wrzesnia — 5 pazdziernika 2018 r. (pierwsza seria)

1. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka dodatnia liczba calkowita k, ze w zapisie dziesietnym liczby 2% kazda
z cyfr 0,1,2,...,9 wystepuje taka samg liczbe razy.

Autor zadania: Michal Pilipczuk

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Taka liczba nie istnieje.

Zatozmy, ze taka liczba catkowita k istnieje i niech ¢ bedzie liczba wystapien kazdej z cyfr 0,1,...,9 w
zapisie dziesictnym liczby 2F. Wéwezas suma cyfr liczby 2% jest réwna,

0+1+4+2+4+...+9) =45,

czyli jest liczbg podzielng przez 3. Jednakze z cechy podzielnoéci liczby przez 3 wynika, ze 2% jest réwniez
podzielna przez 3 — sprzecznosc. O

2. Wysokosci nieréwnoramiennego, ostrokatnego trojkata ABC przecinaja sie w punkcie H. Punkt S
jest srodkiem tego tuku BC' okregu opisanego na tréjkacie BCH, ktéry zawiera punkt H. Wyznaczy¢
miare kata BAC, jesli spetniona jest réwno$¢ AH = AS.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Szukana miara kata wynosi 60°.

Bez szkody dla ogdlnosci zatézmy, ze AB > AC. Oznaczmy przez «, i v miary katow wewnetrznych
trojkata przy wierzchotkach odpowiednio A, B i C. Poniewaz H to ortocentrum trojkata ABC, to

JCHA =180° — (90° — v+ 90° — a) = v + a = 180° — 3. (1)

Punkty B, S, H i C' leza na jednym okregu, stad

rys. 1

IBSC = <BHC = 180° — q,



gdzie w ostatniej réwnosci wykorzystujemy analogiczng rownosé jak w . Ponadto BS = SC, wiec
4CBS = 4SCB = %a. Ponownie wykorzystujac fakt, iz na czworokacie BSHC mozna opisa¢ okrag
dostajemy, ze SHC = 180° — %a. Zatem

SHSA=<94AHS =360° — SCHA — 4SHC = 360° — (180° — 3) — (180O — ;0&) =0+ ;oz.

W czworokacie BSHC, wpisanym w okrag, zachodzi réwno$é¢ CSH = SCBH = 90° — v. Oczywiscie
LBSC = 180° — a, wiec

JSASB = 360° — ($BSC + $CSH + $HSA) =
1 1
= 360° — (180°—a+900—7+5+2a> :90°+§a+7—ﬁ.
Wobec tego
¥BAS = 180° — YASB — $SBA =

:180°—(90°+;a+7—ﬁ>—(5—;a>:90°—7:<iHAC. (2)

rys. 2

Niech O bedzie érodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Wowcezas OB = OC' oraz
1 1
YBAO = 5(1800 — JAOB) = 5(180o —27)=90° — v = SHAC.

Skoro SB = SC' oraz zachodzi réwnosé , to S = O. W szczegdlnoéci 2a = $BSC = 180° — «,
wiec a = 60°. [

3. Rozstrzygnaé, czy istniejg parami rozne liczby wymierne a, b, ¢, ze wielomiany
Plx)=2"+ar* +br+c i Qx)=2"+br’+cr+a

maja wspolny pierwiastek niewymierny.
Autor zadania: Andrzej Fryszkowski
Rozwigzanie:
Odpowiedz: Takie liczby nie istnieja.
Jezeli z jest wspolnym pierwiastkiem wielomianéw P i (), to jest roéwniez pierwiastkiem wielomianu

P(x) — Q(z) = (a - b)a® + (b— )z + (¢ —a) = (a — b)(z — 1) <3c— 2:‘;)



c—a
Oznacza to, ze x = 1 lub x = ——. Poniewaz liczby a, b, ¢ sa wymierne, to obie te liczby sa wymierne,

a
wiec liczby wymierne a, b, ¢ o szukanej wtasnosci nie istnieja. O

4. Szachownice o wymiarach 2018 x 2018 przykryto przy pomocy jednej kwadratowej ptytki o wymiarach
2 X 2 oraz % prostokatnych ptytek o wymiarach 1 x 5 w taki sposob, ze kazde pole szachownicy jest
przykryte przez doktadnie jedna plytke (ptytki mozna obracac). Wykazaé, ze ptytka 2 x 2 nie przykrywa
zadnego pola o krawedzi zawartej w brzegu szachownicy.

Autor zadania: Michal Pilipczuk

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze ze wzgledu na symetrie wystarczy udowodnié¢, ze ptytka 2 x 2 nie moze zakrywaé pol z
pierwszych dwoch wierszy szachownicy, ktérych pewna krawedz jest zawarta w brzegu szachownicy.
W kazde pole szachownicy wpisujemy numer jego wiersza. Reszta z dzielenia przez 5 sumy wpisanych
liczb wynosi
S=2018-(1+2+4...42018)=3-(14+2+3)=3 (mod 5).

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3
4 4 4 4 4 4 4 4
5 5 5 5 5 5 5 5
6 6 6 6 6 6 6 6
7 7 7 7 7 7 7 7
2018]2018|2018{2018{2018|2018]2018]| --- {2018
rys. 3

Jezeli ptytka o wymiarach 2 x 2 lezy w pierwszym i drugim wierszu szachownicy, to suma przykrytych
przez nia p6l wynosi K = 2 - (1 + 2) = 6. Kazda plytka 1 x 5 przykrywa albo pieé¢ takich samych liczb
albo pie¢ kolejnych liczb, zatem suma liczb przykrytych przez taka ptytke jest podzielna przez 5. Poniewaz
S # K (mod 5), to nie jest mozliwe aby cala szachownica byta pokryta. O]

5. Znalez¢ wszystkie szostki aq, aq, as, by, be, bs liczb rzeczywistych o nastepujacej wtasnosci: dla ¢ =
1,2,3 liczby a;yq i bip1 sa réznymi pierwiastkami réwnania 22 + a;z + b; = 0, przy czym przyjmujemy
as = a; oraz by = by.

Autor zadania: Marcin Kuczma

Rozwiazanie:



Korzystajac ze wzoréw Viete’a warunki dane w zadaniu mozna zapisa¢ jako uktad réwnan

a+b = —as
as+by =—ay
az + by = —as
a1by = b3
asbs =b
azbs = by

Przypusémy, ze ktoras z liczb by, by, b3 jest réwna 0. Bez straty ogélnosci niech b; = 0. Wowcezas korzystajac
z czwartego rownania dostajemy b3 = 0, a nastepnie z szdstego rownania by = 0. Pierwsze trzy réwnania
przyjmuja postac

a; = —as
a9 — —Qq
a3 = —a2
wiec a1 = —ag = —(—ag) = —(—(—ay)) = —ay, czyli a; = 0. Oznacza to, ze w tym przypadku liczby aq,b

nie sg rézne co przeczy zatozeniu zadania.
Dalej, mozemy zalozy¢, ze bibabs # 0. Mnozac stronami trzy ostatnie rownania dostajemy

a1a2a3b15253 = 515253,

wigc ajasasz = 1. Pierwsze trzy réwnania zapisujemy jako

by = —a; — a3
by = —as — a;
b3 = —a3 — ay

Wyliczone wartosci by, be, by podstawiamy do trzech ostatnich rownan i otrzymujemy

ar(ar + az) = az + as
CLQ(CLQ + (11) =as+ a;

CL3(CL3 —|— ag) = a1 + a9

Poniewaz ajasa3 = 1, to mamy dwa przypadki: albo wszystkie liczby aq, as, a3 sa dodatnie, albo jedna
liczba sposrod aq, as, az jest dodatnia a pozostate sg ujemne.

Przypusémy, ze liczby ay, aq, az sa dodatnie. Bez straty ogdlnosci, niech a; = max{ay, as, az}. Mamy
1 = ajasaz < a3, wiec 1 < a;. Zatem

as + az = ay(a + as) > a1 + as,

czyli ag > a; > 1. Podobnie wykazujemy, ze ag > as > a;. Z zalozenia a; = max{aq, as, az} otrzymujemy
a; = as = asz, a skoro ajasaz = 1, to a1 = as = a3 = 1. Podstawiajac, te wartosci do pierwszych
trzech réwnan wyjsciowego uktadu dostajemy b; = by = b3 = —2. Ostatecznie rozwigzaniem jest szostka
(al, ag, sz, bl, bg, bg) = (1, 1, 1, —2, —2, —2)

Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym jedna liczba sposréd aq, as, as jest dodatnia a pozostate ujemne.
Bez straty ogdélnosci mozemy przyjaé, ze a; > 0 oraz as, a3 < 0. Poniewaz ag, a3 < 0, to 0 > (az + a3) =
ai(a; + a3), wiec a; + az < 0. Podobnie poniewaz ag, as + az < 0, to 0 < ag(as + az) = a3 + az. Oznacza
to, ze

las| = —as > a1 = |a1| > —ay = |as].
Mamy 1 = ajazas = |ajasas| = |a1||as||as| < |as|?, wiec |as| > 1. Poniewaz as(as + az) = a; + as, to
|a1| > |as| = [az| = a1 + a2 = a1 + az| = |as(as + a2)| = |asl[as + az| > |as + az| = |as| + [az| > |as].

Jest to sprzeczne z nieréwnoscig |az| > |a;|, wiec w tym przypadku nie ma rozwiazan.



Ostatecznie jedynym rozwiazaniem (aq,as,as,by,be,bs) speliajacym warunki zadania jest szostka
(1,1,1,-2,-2,-2). O

6. Sto osob usiadlo w réwnych odstepach przy okraglym, obrotowym stole. Kazda z os6b zamowita
lody, przy czym 51 oséb zamoéwito lody $mietankowe, a pozostate 49 osob zamoéwito lody czekoladowe.
Przed kazda z os6b postawiono lody o smaku niekoniecznie zgodnym z jej zamowieniem, przy czym w
sumie podano 51 lodéw Smietankowych oraz 49 czekoladowych. Wykazaé¢, ze stét mozna tak obrécic, by
co najmniej 52 osoby miaty przed sobg lody w zaméwionym przez siebie smaku

Zadanie zaproponowal: Marcin Kuczma

Rozwiazanie:

Dla kazdego ze 100 mozliwych obrotéw stotu niech odpowiednio si, so, ..., s1990 0znacza liczbe lodow
Smietankowych, ktore zostalyby prawidtowo dostarczone, gdyby wykonaé¢ dany obrot. Poniewaz kazda
porcja lodéw $mietankowych jest prawidtowo dostarczona przy 51 réznych obrotach, to

S1 489+ ... 4 5100 = 51 - 51 = 2601.
Niech s = max{sy, $2,...,S100}. Mamy
100 -5 > 851+ 89+ ... + S1090 = 2601,

wiec s > 26,01. Poniewaz s jest liczba calkowita, to s > 27. Zauwazmy, ze jezeli s porcji lodow Smietan-
kowych jest prawidtowo dostarczonych, to 51 — s lodéw $mietankowych jest dostarczonych nieprawidtowo,
wiec 49 — (51 — s) = s — 2 mitoénikéw lodéw czekoladowych otrzymato zamoéwione lody. Oznacza to, ze
w tym przypadku

S+(s—2)=2s—2>2-27T—2=052

0s6b otrzyma lody, ktore zamowito. Co byto do udowodnienia. O

7. Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i C'D. Punkty P i @ leza na ramionach BC'i AD, przy
czym SAPB = 4CPD oraz $AQB = 4CQD. Udowodnié, ze symetralna odcinka PQ przechodzi przez
punkt przeciecia przekatnych trapezu ABCD.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

rys. 4

Niech H bedzie punktem przeciecia dwusiecznej kata DPA z ramieniem AD. Ponadto oznaczmy przez
E i X punkty odpowiednio przeciecia DC' i AP oraz przekatnych w trapezie ABCD (rys. 1).



Na podstawie twierdzenia o dwusiecznej w tréjkatach DPA i X PD zachodzg rownosci
DpP  DC
PX  CX’

PA

AB
Ponadto z podobienstwa trojkatéw C X P oraz PBA widzimy, ze Y Ox bLaczac te trzy réwnosci

DH DP
HA PA

oraz

dostajemy

DH DP 5¢.-PX DC DE

HA PA  28.pX  AB EB’
gdzie w ostatnim kroku wykorzystaliémy podobienstwo trojkatow EBA i DCE.
Réwnosé oznacza, ze HE || DC. Podobnie, gdy przez G oznaczymy punkt przeciecia dwusieczne;
kata BQC' z ramieniem BC, to EG || DC, wiec punkty H, F i G leza na jednej prostej réwnolegtej do
podstaw trapezu.
Korzystajac z podobienstwa odpowiednich trojkatow HDE, ADB, ECG i AC'B mamy

(3)

HE DE CE EG
AB DB C(CA AB’

skad HE = EG. Zauwazmy ponadto, ze SHPB = 90°, gdyz proste HP i BC sa dwusiecznymi kata
wewnetrznego i zewnetrznego DPA. Analogicznie <HQG = 90°.

Laczac uzyskane fakty widzimy, ze na czworokacie H(@Q PG mozna opisaé¢ okrag, ktorego srodkiem jest
punkt E. W szczegdlnosci symetralna P(Q) przechodzi przez punkt E, skad teza. O

rys. 5

8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1, dla ktorych w pola kwadratowej tablicy o wymiarach
n X n mozna tak wpisa¢ parami rézne kwadraty liczb catkowitych, by suma liczb w kazdym wierszu i w
kazdej kolumnie tablicy byta kwadratem liczby catkowitej oraz te 2n sum byto parami réznych.

Autorzy zadania: Dominik Burek i Tomasz Ciesla

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Wszystkie n > 2.

Oczywiscie dla n = 1 sumy w jedynym wierszu i w jedynej kolumnie sa takie same. Wykazemy nato-
miast, ze dla kazdego n > 2 mozna wpisaé liczby w tablice o wymiarach n x n tak, aby speti¢ zadane
warunki.

Definiujemy nastepujace liczby naturalne

a1 =3"1 a,=4-3"2% a3=4-3"3%.5 ..., a;=4-3""-52 ... a,=4-3"-5"2



Wtedy dla dowolnego 2 < k < n zachodzi rownosé
aj + ...+ ap = 3*R . 521 (4)
Istotnie, wykazemy ja wykorzystujac indukcje matematyczng. Dla k = 2 jest ona spetniona, gdyz
a? + a2 = 327D 4 42 . 32(n=2) — 32(n-2) (42 + 32) = 32(n=2) . 522-1),

Dalej zaktadajgc rownosé dla liczby naturalnej k chcemy ja udowodnié¢ dla k£ 4+ 1. Mamy
2
af 4. +apy =a+ . +ap+ (4.3 ED L sE T
_ 320—h) | 52(k=1) | 42, 32(n—k)-2  52(k-1)

— 32(n—k)=2  52(k-1) (32 + 42> — 32(n=(k+1)) | 52(k+1-1)

Wykorzystujac teraz trjke Pitagorejska (7,24,25) definiujemy w analogiczny sposob liczby
by =T7""1 by =24-7"2 by =24-7"2.25 ... b;=24-7"".2572 . b,=24-T7".25""2
dla ktorych podobnie jak wyzej
V. b =710 952D (a2 <k < . (5)

Wpiszmy w i-tym wierszu oraz j-tej kolumnie liczbe (a;0;)* = a?b?. Wtedy suma s; liczb w i-tym
wierszu jest réwna

n n
2
_ 2,2 _ 2 2 _ (. orn-1
si—Zaibj—aiij—(az-QS ),
J=1 J=1

czyli jest kwadratem liczby catkowitej. Podobnie suma ¢; liczb w j-tej kolumnie wynosi

n n 2
t= 3 aib; =63 af = (b 5"")"
i=1 i=1

Widzimy zatem, ze s; < s; oraz t; < t;, gdyz a; < a; i b; < b; dla i < j. Ponadto s; #t; dla0 <7< n
oraz j < n, gdyz woéwczas s; i t,, roznig si¢ liczba sibdemek w rozktadzie na czynniki pierwsze. Podobnie
s; #t, dla 0 <7 < n, gdyz tym razem mamy roézng liczbe dwojek w rozktadzie na czynniki pierwsze.

Ostatecznie s; # t; dla dowolnych ¢, 7, wiec powyzsza konstrukcja spetnia warunki zadania. O]

9. Dany jest czworoscian ABCD, ktorego wszystkie $ciany sg ostrokatne. Punkt X jest $rodkiem
dtuzszego tuku BC' okregu opisanego na Scianie BC'D. Punkt Y jest srodkiem dtuzszego tuku C'A okregu
opisanego na scianie CAD. Punkt Z jest srodkiem dhuzszego tuku AB okregu opisanego na $cianie ABD.
Udowodni¢, ze punkty D, XY, Z leza na jednym okregu.

Autor zadania: Tomasz Przybytowski

Rozwigzanie:
Niech K, L i M beda punktami lezacymi na odcinkach DA, DB i DC' odpowiednio tak, ze

DK =DL =DM.

WeZzmy pod uwage Sciane BDC' (rys. @ Trojkaty LDM i BXC' sa réwnoramienne oraz <BDC =
IBXC, gdyz sa to katy wpisane oparte na tuku krétszym BC, wiec sa podobne. W szczegdlnosci DM L =
YOBX. Jednakze $CBX = $CDX, gdyz punkty B, D, X, C leza na jednym okregu. Wobec tego
IDML = 4CDX, czyli LM || DX.

Podobnie DY || MK oraz DZ || KL. Niech teraz Il bedzie ptaszczyzna réownolegta do plaszcezyzny
K LM przechodzaca przez punkt D. Z réwnoleglosci DX || LM wynika, ze prosta DX jest zawarta w
plaszczyznie 11, skad w szczegdlnosci X € II. Analogicznie Y, Z € II, wiec punkty X, Y, Z i D leza na
jednej ptaszczyznie.



rys. 6

Jako, ze punkty D, X, Y i Z lezg na sferze opisanej na czworoscianie ABCD, to leza na przecieciu
plaszczyzny 11 z ta sfera. Stad punkty D, X, Y i Z lezg na jednym okregu, co byto do pokazania. m

10. Dowies¢, ze jesli dodatnie liczby calkowite x, vy, z,t spetniaja réwnanie

o+ % 4 22+ 17 = 2018!,

to kazda z liczb x, v, 2, t jest wicksza od 102°°.

Autor zadania: Mariusz Skalba

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze kwadrat liczby parzystej daje reszte 0 lub 4 z dzielenia przez 8, podczas gdy kwadrat
liczby nieparzystej daje reszte 1. Poniewaz 8 dzieli 2018!, to liczby x, v, z i t muszg by¢ parzyste. Istotnie,
liczba nieparzystych liczb musi by¢ oczywiscie parzysta. W przypadku dwéch nieparzystych, suma czterech
kwadratéw daje reszte 2 lub 6 przy dzieleniu przez 8. Natomiast, gdy wszystkie liczby sa nieparzyste, to
tacznie ich kwadraty daja reszte 4 z dzielenia przez 8.

Wobec powyzszego mozemy zapisa¢ x = 2x1, y = 2yp, 2 = 221 i t = 2t; dla pewnych liczb catkowitych
1, Y1, 21 1 t1. Wstawiajac uzyskane wzory do wyjsciowego réwnania dostajemy, ze

2018!

T+t = R

czyli rownanie analogiczne do wyjsciowego.

Zauwazmy teraz, ze 220 | 2018, gdyz na podstawie wzoru Legendre’a
2018 2018 2018 2018
T T

2018!) = :
v2(2018!) {2 A 8 9i

J+...>2000,

gdzie dla liczby catkowitej n, symbolem vy (n) oznaczamy najwieksza liczbe catkowita dodatnig k, ze 2% | n.
Postepujac analogicznie 900 razy (mozemy, gdyz 2000 > 2 - 900) jak w pierwszych dwdch akapitach
dostajemy, ze liczby x, y, z i t sg podzielne przez 2°°. Pozostaje zauwazy¢, ze

9900 _ (210>90 S (103)90 — 1070 > 1020,

wiec kazda z liczb x, y, z i t jest wicksza od 10?50, O

11. W turnieju badmintona wzieto udziat 2n zawodnikéw, gdzie n > 15 jest liczba catkowita. Kazda
para zawodnikéw rozegrata doktadnie jeden mecz, nie byto remiséw. Gdy dla kazdego zawodnika policzono,



z iloma innymi zawodnikami wygral, to okazalo sie, ze zadnych pieciu zawodnikéw nie uzyskato takiego
samego wyniku. Wykaza¢, ze zawodnikéw mozna tak podzieli¢ na grupy A i B, kazda zlozona z n zawod-
nikéw, by wsrod meczéw pomiedzy zawodnikami z grupy A i zawodnikami z grupy B co najmniej 60%
byto wygranych przez zawodnikow z grupy A.

Autor zadania: Michat Pilipczuk

Rozwiazanie:

Niech ay, as, . .., as, beda liczbami gier, ktore wygral odpowiednio pierwszy, drugi, ..., 2n-ty zawodnik.
Bez straty ogolno$ci mozemy przyjac, ze

a2 ay 2 ... 2 Aop.

Udowodnimy, ze przy tych oznaczeniach podzialt A = {1,2,....,n}, B = {n+ 1,n+2,...,2n} spehia
warunki zadania. Poniewaz kazda para zawodnikow rozegrata dokltadnie jeden mecz, to

2n

a1+a2+...+a2n—<2

) = n(2n — 1). (6)

Zawodnicy z grupy A wygrali w sumie a; + as + ... + a, gier, z czego (g) w meczach rozegranych miedzy
soba. Oznacza to, ze zawodnicy z grupy A wygrali

(@ +as+...+a,) — (Z)

meczéw z zawodnikami z grupy B. Pozostaje wykazaé, ze
3
(ay +as+...+a,) — (Z) > 60% - n® = gnz.

Zauwazmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k£ spelniajacej warunek k + 4 < 2n zachodzi
nier6wnos¢é
ap > Ak14.- (7)

Istotnie, gdyby agi4 > ag, to z ciggu nieréwnosci
A 2 Qpy1 2 gy 2 Qpy3 2 Qppg 2 A,

dostajemy, ze ar = api1 = ario = agr3 = apr4. Oznacza to, ze pieciu zawodnikéw uzyskato taki sam
wynik, co przeczy zatozeniu zadania. Poniewaz liczby ag, a4 sa catkowite, to nierownosé aj > ajyy4 jest
rownowazna ax > 1 + agq4.
Udowodnimy, teraz ze dla dowolnego ¢ = 1,2, ..., n zachodzi nieréwnos¢
n

a; 2 LlJ + Qi

Istotnie, korzystajac wielokrotnie z nieréwnosci dostajemy, ze

n n
a; 2 1+ aipq 22+ Gjp402> ... 2 LLJ + Givan) 2 LLJ + Qjtn-
Sumujac uzyskane nieréwnosci dla @ = 1,2, ..., n stronami uzyskujemy, ze
n
a1+a2+...+an>n{4J—i—an+1+an+2+...+a2n. (8)

Wroémy do rozwiagzania zadania. Korzystajac z rownosci @ i nieréwnosci dostajemy, ze

n n

al—l—a2+...+an>nt4J+an+1+an+2+...—|—a2n:th+n(2n—1)—(a1+a2+...+an),

wiec
n
2(a; +as+ ...+ ap) }nLLJ +n(2n —1).



Wystarczy udowodnié, ze

nm Fan—1)>2- (gn%r (Z))

Po redukcji wyrazéw podobnych pozostaje wykazac, ze
n|— -n
417 577

czyli [2] > in. Korzystajac z n > 15 dostajemy, ze

n 1 n—3 1 1 (n — 15)
— | —=n = —_—n = — —15—-4 = — = 0.
LLJ 512 T Tt T A = 20
W konsekwencji teza zadania jest spetniona. O]
12. Dana jest dodatnia liczba catkowita k. Cigg dodatnich liczb rzeczywistych aq,as, as, ... spetnia
réwnosé o+t ... +a
Upit = G + ———— =T qla wszystkich n > k.

n
Wykazac, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita N, ze
1

N
Nk<aN<(1—|—k> .

Autor zadania: Michal Pilipczuk

Rozwiazanie:
Udowodnimy, ze podane nieréwnosci spetnione sa dla dostatecznie duzych N. Zajmijmy si¢ najpierw
prawa nierownoscig. Wybierzmy dowolng liczbe rzeczywista 1 < a < 1+ % Niech

ool 25

Wybierzmy taka liczbe rzeczywista C, aby dla n =1,2,..., M spelniona byla nier6wnosé
a, < Ca".

a
Taka liczba rzeczywista oczywiscie istnieje, wystarczy przyja¢ C' = max —Z Udowodnijmy przez in-
n=1,2,..., «

dukcje, ze dla dowolnego n zachodzi nieréwnos¢ a, < Ca™. Z doboru C' wynika, ze jest to prawda dla
n=1,2,..., M. Przejdzmy do dowodu kroku indukcyjnego. Niech n > M, mamy

wmtaz+...+a, ol +at+ . Fa”
Qpi1 = Qp + ! 2 <C<a”—|— >
n n
Wystarczy wiec udowodnic, ze
1 2 n
o" a+a"+.. +a <l
n

lub réwnowaznie

Poniewaz
n(a—1)*> M(a—1)* > a,

to
na"(a—1)* > o™ > " —a = a(a” - 1),



co konczy dowdd kroku indukeyjnego. Oznacza to, ze dla dowolnego n mamy a,, < C'a”. Poniewaz o < 1+%,
to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé

1 n
an<0a"<(1+k) :

-1
Dowdd lewej nieréwnosci przebiega analogicznie. Niech M = max {k, R M+ 2,@1+3 — 1) W} Niech

C bedzie taka liczbg rzeczywisty, ze dlan =1,2,..., M spelniona jest nieréwnosé
a, > CnFtl.

Udowodnijmy przez indukcje, ze dla dowolnego n zachodzi nieréwnosé
a, > CnFtl.

7 doboru C' wynika, ze jest to prawda dla n = 1,2,..., M. Przejdzmy do dowodu kroku indukcyjnego.
Niech n > M, mamy

Qpy1 = Qp + >

n n

+ay+...+a, L) L I B
a; + as a C (nk 1 n .
Wystarczy wiec udowodnié, ze

1k+1 2k’+1 k+1
e U2

> (n + 1)k+1.

Zauwazmy, ze

[RHL ohtl o kL VL

wiec

n >

k+1 k+1 k
k+1+1++2+—|—...+n+1 nk“(l 1)
n

Wystarczy udowodnié, ze
1
(n+ DF < pftt (1 - )

1 ’f+1< 1 e 1 -
<1+n) \(1—1—2k+3><:>n/ 1+%—1 ,

k+1

lub réwnowaznie

co jest prawda, gdyz n > M. Oznacza to, ze dla dowolnego n mamy a, > Cn"", wiec dla dostatecznie
duzych n zachodzi nieréwnosé

an > Cn*tt > nk,

(db,mg)



