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Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego
8 lutego 2019 r. (pierwszy dzien zawoddéw)

1. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty K, K, leza we-
wnatrz boku AB, punkty Li, Ly leza wewnatrz boku BC, punkty M, My
leza wewnatrz boku C'D, oraz punkty Nj, Ny lezg wewnatrz boku DA,
przy czym punkty Ky, Ko, Ly, Lo, My, My, N1, Ny sa parami rézne i lezg
w tej kolejnosci na jednym okregu w. Niech a,b,c,d beda odpowied-
nio dtugosciami tukéw No Ky, KoLq, Lo My, My Ny okregu w, niezawiera-
jacych punktow Ko, Ly, Ms, Ny odpowiednio. Wykazaé, ze

a+c=0b+d.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Niech O bedzie srodkiem okregu w opisanego na punktach K, Ko,
Ly, Ly, My, My, N1 i Ns. Zauwazmy, ze teza zadania jest rownowazna

rownosci
IN,OK, + ¥LyOM, = ¥K,OL, + $MyONj. (1)

Trojkaty K1OKs, L1OLy, MiOM; i NyON, sa réwnoramienne, gdyz
ich ramiona to promienie okregu w. Oznaczmy katy przy podstawie
w tych tréjkatach odpowiednio przez a, 3, v i 6. Wtedy, wykorzystujac
sume miar katow w czworokacie O Ky ANy mamy

IN,0K, = 360° — (FOK,A + ¥BAD + $AN,0) =
= 360° — (180° — a + ¥ BAD + 180° — §) =
—a+6—<BAD.

Analogicznie

$L,OM, = 3+~ — $DCB,
YK,OL, = f + a — YOBA,

Réwnosé (1), ktéra nalezy wykazaé, jest rownowazna réwnosci
a+d—<IBAD +3+~v—<IDCB=+a—-<SCBA+§+~v—SADC,
ktora z kolei jest rownowazna temu, ze

$BAD + $DCB = $CBA + $ADC.
Jednakze ostatnia réwnosé jest konsekwencja tego, ze na czworokacie

ABCD mozna opisa¢ okrag. ]

2. Wyznaczy¢ wszystkie pary nieujemnych liczb catkowitych x, y spet-
niajace rownoscé
VIY =T+ y+ Vo + /Y.

Autor zadania: Hung Son Nguyen

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Jedynymi parami nieujemnych liczb caltkowitych x,y spel-
niajacymi dane réwnanie sa: (0,0), (9,16) i (16,9).



Lemat: Jezeli dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ spetniaja jedng z réw-
nosci

Va=c++Vb lub Va=c—b,

to a i b sa kwadratami liczb catkowitych.

Dowad: Przeprowadzimy dowoéd w przypadku gdy zachodzi pierwsza
z rownosci, dowod gdy zachodzi druga z réwnosci jest analogiczny. Pod-
noszac obie strony do kwadratu otrzymujemy, ze

a=c+b+2eVb,

wiec
2

\fb:a—b—c,
2c

czyli b jest kwadratem liczby wymiernej. Zauwazmy, ze jezeli b = (2)* dla
pewnych dodatnich liczb catkowitych s, ¢, to t? | %, wigc ¢ | s. Oznacza
to, ze b jest kwadratem liczby catkowitej. Podobnie dowodzimy, ze a jest
kwadratem liczby catkowite;j. O]

Przejdzmy do rozwigzania zadania. Po pierwsze odnotujmy, ze jezeli
ktoras z liczb x, y jest réwna zero, to druga rowniez i para (x,y) = (0,0)
spelnia warunki zadania. Przyjmijmy dalej, ze liczby x,y sa dodatnie.
Odejmujac stronami /= + y od wyjéciowej réwnosci i podnoszac do kwa-
dratu dostajemy, ze

(Vry — vz +y)* = (Vo +y)*.

Co po redukcji wyrazéow podobnych daje

xy — 24/ zy(z + y) = 2\/xy.

Dzielgc stronami przez ,/ry otrzymujemy, ze

— Az +y) =2 (2)

Z lematu wynika, ze liczby zy i 4(x+y) sa kwadratami liczb catkowitych.
Poniewaz 4(z +vy) jest kwadratem liczby catkowitej, to réwniez x +y jest
kwadratem liczby catkowitej, wiec liczba /Ty — 1/ + y jest catkowita.
Ponownie wykorzystujac lemat dla rownosci

VIV = VI VT

dostajemy, ze x,y sa kwadratami liczb catkowitych.
Roéwnanie (2) mozna zapisaé w postaci 2/ +y = /ry — 2. Stad

i z réwnosci

VITY =T +y+JT+\y
wynika, ze

2\xy = /Ty — 2+ T + /Y,

co po przeniesieniu wszystkiego na lewa strone i dodaniu liczby 2 do obu

stron daje
Wz -2)(Vy—2) =2

Poniewaz liczby y/x > 11 \/y > 1 sa calkowite, wigc \/o —2 > —1
1[ 2> —1, zatem albo \/r =2 =11 ,/y—2=2,albo \/Jy —2=1
i+/r—2 =2 Oznacza to, ze x = 9iy = 16 albox = 16 iy = 0.
Podstawiajac uzyskane pary do wyjsciowego réwnania stwierdzamy, ze
sq one rozwiazaniami. O

3. Niech f(t) = t*>+t. Rozstrzygnaé, czy istniejq takie liczby wymierne
x,y oraz dodatnie liczby catkowite m,n, ze xy = 3 oraz

JUCFU @) )) = FUC W) ).
— —

m razy n razy

Autor zadania: Mariusz Skatba

Rozwiazanie:
Odpowiedz: Nie istnieja liczby x,y, m,n speliajace warunki zadania.
Sposéb I: Niech t = § bedzie liczbg wymierng przedstawiong w postaci
utamka nieskracalnego tzn. NWD(a,b) = 1. Wéwczas
a®> a ala®+b?)

f(t)_t3+t—b—3+g — (3)

a(a +b )

Udowodnimy, ze rowniez ostatni utamek, czyli jest nieskracalny.
Przypusémy, ze dla pewnej liczby pierwszej p Zachodm

p|b® oraz pla(a®+b?).

Poniewaz p | b3, to p | b, wiec p | a, zatem z tego, ze p | a(a® + b?)
wynika, ze p | a® + b2, ale wtedy p | a® + b* — b? = a? whrew temu, ze



p t a. Oznacza to, ze NWD(a(a? 4+ b?),b%) = 1, wiec istotnie utamek

# jest nieskracalny.
PrzejdZzmy do rozwigzania zadania. Poniewaz f(t) = —f(—t), wiec
mozemy bez straty zalozy¢, ze liczby x,y sa dodatnie. Niech z = ¢,

y = < beda odpowiednio zapisami liczb z,y w postaci utamka nieskra-
calnego. Z zatozenia ry = 3 wynika, ze ac = 3bd. Zauwazmy, ze przynaj-
mniej jedna z liczb a, ¢ nie jest podzielna przez 3. Istotnie, gdyby a i ¢
byty podzielne przez 3, to b, d bylyby niepodzielne przez 3 i lewa stro-
na rownosci ac = 3bd bytaby podzielna przez 9, a prawa nie. Bez straty
ogblnosci zatdézmy, ze 3 f a. Wowcezas y = % = % Poniewaz 3 / a i liczby
a i b sa wzglednie pierwsze, zatem utamek y = % jest nieskracalny.
Zgodnie z powyzsza obserwacjg mianownik liczby f(f(... f(f(z))...))
m razy
zapisanej w postaci utamka nieskracalnego wynosi b*". Podobnie mia-
nownik liczby f(f(... f(f(y))...)) zapisanej w postaci utamka nieskra-
n razy
calnego wynosi a®". Gdyby zachodzila réwnoéé zadana w zadaniu mie-
libyémy %" = a*'. Poniewaz liczby a,b sa wzglednie pierwsze, wicc
a =0b=1. Wéwczas x = 1, zatem y = 3. Poniewaz dla ¢ catkowitego
liczba t? + 1 nie jest podzielna przez 3, wiec zachodzi réwnowaznoéé

3 ft)=tt*+1) = 3|t
Wynika stad, ze

3/ fUCFFQ)).)) oraz 3 F(f(. f(f(3).)),
—_— —

m razy n razy

wiec zadana rownosé nie moze zachodzic. O]

Sposob 1I: Zauwazmy, ze kazda dodatnia liczbe wymierna x mozna
jednoznacznie zapisa¢ w postaci z = 3% - 2, gdzie k jest liczba catkowita,
zas s,t sa wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi niepodzielnymi
przez 3. W tej sytuacji piszemy v3(z) = k. Nietrudno udowodnié, ze
dla dowolnych dodatnich liczb wymiernych x,y zachodza nastepujace

zaleznosci vs(zy) = v3(x) + vs(y) oraz v3(]) = vs(z) — v3(y).
Podobnie jak w pierwszym sposobie zaktadamy bez straty, ze liczby
x,1y sa dodatnie. Niech ¢ = ¢ bedzie dodatnig liczbg wymierna zapisang

a

b

w postaci utamka nieskracalnego. Mamy cigg rownosci

a(a® + b?)

n(7(0) = P +0) = (L

) = v3(a) + v3(a® + b*) — 3u3(b).

Poniewaz liczby a,b sa wzglednie pierwsze, wiec przynajmniej jedna
z nich jest liczba niepodzielng przez 3, wicc 3 / a® + b?. Oznacza to,
ze v3(a® + b*) = 0, wiec

v3(f(t)) = v3(a) — 3v3(b) = v3(a) — v3(b) = v3(t) (mod 2).

Stosujac otrzymana zaleznos¢ wielokrotnie otrzymujemy, ze

va(x) = vs(f(f(.. f(f(x))...))) (mod 2)

oraz

va(y) = wa(f(f(... [(f(y))...))) (mod 2).

n razy

Z réwnoéci 3 = xy, dostajemy

1 =13(3) = r3(ay) = vs(z) + v3(y),

wiec liczby v3(x) 1 v3(y) sa réznej parzystosci. Oznacza to, ze liczby

m razy n razy

sg roznej parzystosci, wiec rownos$¢ dana w zadaniu nie moze zachodzi¢.

]
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4. Dane sa takie dodatnie liczby catkowite aq,as,...,a, (n = 3), ze
nie istnieje liczba catkowita m > 1 dzielaca kazda z nich. Ponadto, jesli
oznaczymy s = aj + as + ... + a,, to kazda z liczb ay, as, . .., a, dzieli s.

Udowodnié, ze liczba s"~2 jest podzielna przez aias . . . ay.
Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:
Przypusémy, ze teza zadania nie zachodzi. Niech p bedzie liczbg pierw-
szg dzielaca mianownik liczby

Sn72

a1as ... ay

zapisanej w postaci utamka nieskracalnego. Poniewaz p | ajas . . . a,, wiec
p dzieli przynajmniej jedna z liczb aq,as, ..., a,, wiec p | s. Z zaloze-
nia zadania wynika, ze przynajmniej jedna z liczb aq,as, ..., a, nie jest
podzielna przez p. Bez straty ogdlnosci, mozemy zatozy¢, ze jest to a,.
Zauwazmy, ze ktoras z liczb aq,as,...,a, 1 nie jest podzielna przez p.
Istotnie, w przeciwnym razie mielibySmy

pls—(ay+ay+...+ ay,_1) = a, — sprzecznosé.

Bez straty ogolnosci mozemy przyjac, ze p f a,_1. Poniewaz liczby
s s

S . . 1.
Sy sg catkowite, to mianownik liczby
a1 Qg Ap—2

2 s s s 1

a1das ... apy a1 as Ap—2 Ap—_10ap

zapisanej w postaci utamka nieskracalnego jest dzielnikiem a,,_a,, wiec
nie jest podzielny przez p. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi tezy zadania.
O

5. Dany jest ciag by, by, ba, ... nieujemnych liczb catkowitych, przy
czym wyrazy tego ciggu sg parami rézne, by = 0 oraz b, < 2n dla kaz-
dej dodatniej liczby catkowitej n. Udowodni¢, ze dla kazdej nieujemnej
liczby catkowitej m istnieja takie nieujemne liczby catkowite k oraz /,
ze

b + by = m.

Autor zadania: Mariusz Skalba

Rozwiazanie:
Rozwazmy dwa przypadki ze wzgledu na parzystos¢ liczby m.
Niech m = 2n — 1 bedzie liczba nieparzysta. Rozwazmy n par liczb

(0,2n—1),(1,2n —2),...,(n— 1,n).

Kazdy sposrod n + 1 wyrazéw by, by, . . ., b, naszego ciggu jest mniejszy
od 2n, wiec nalezy do ktérejs z wyzej wymienionych par. Z zasady szu-
fladkowej Dirichleta wynika, ze w pewnej parze obie liczby sa wyrazami
naszego ciggu. Poniewaz suma liczb w kazdej z par wynosi 2n — 1 = m,
to teza zadania zachodzi dla m.

Niech m = 2n bedzie liczbg parzysta. Jezeli n jest wyrazem naszego
ciagu tzn. by = n dla pewnego k, to by + b = 2n = m i teza zadania
jest spetniona dla m. W przeciwnym razie rozwazmy n — 1 par liczb

(1,2n—1),(2,2n—2),...,(n —1,n+1).

Kazdy wyraz ciaggu by, bs, . .., b, jest dodatni i mniejszy od 2n, wiec na-
lezy do ktorej$ z wyzej wymienionych par. Z zasady szufladkowej Diri-
chleta wynika, ze w pewnej parze obie liczby sa wyrazami naszego ciggu.
Poniewaz suma liczb w kazdej z par wynosi 2n = m, to teza zadania
zachodzi dla m. [

6. Punkt X lezy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC', przy czym
YBAX = 29XBA oraz IXAC =29ACX.

Punkt M jest érodkiem tego tuku BC' okregu opisanego na trojkacie
ABC, ktéry zawiera punkt A. Dowie$¢, ze XM = X A.



Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Bez szkody dla ogdélnosci zatézmy, ze AB < AC (jesli AB = AC,
to A = M i teza jest oczywista). Rozwazmy taki punkt F lezacy na
polproste;j E, ze AX = EX. Poniewaz

SXEA=9BAX =29XBA > $XBA,
wiec punkt E lezy na odcinku AB. Ponadto
29XBE =29XBA =<4XFEA=180° - $BEX = $XBE + YEXB,

skad ¥XBE = <JEXB, czyli tréjkat EXDB jest réwnoramienny
i EB=FEX.

Analogicznie, rozwazmy punkt F'lezacy na poltprostej AC dla ktorego
FX = AX. Woéwczas podobnie jak wyzej, definicja punktu F' wraz z
warunkami zadania implikuje, ze F' lezy na odcinku AC oraz FC' = FX.
Wobec tego pokazalismy, ze

BE =FEX = AX = XF = FC. (4)

Poniewaz M jest érodkiem tuku BAC, wiec BM = MC. Ponadto
IXMBE = $MCF, gdyz sa to katy wpisane oparte na tuku AM. Laczac
te fakty z réwnoscia BE = C'F, na podstawie cechy przystawania (bkb)
wnioskujemy, ze trojkaty M BE i MC'F sa przystajace. W szczegdlnosci
SEMB = SFMC, a zatem

SEMF = SEMB + ¥BMF = $FMC + $BMF = ¥BMC.

Katy wpisane BAC' i1 BM C' sg rowne, gdyz sa oparte na tuku BC|, wobec
tego
SEMF = ¥BMC = $BAC = ¥EAF,

czyli punkty A, M, F i E leza na jednym okregu.

Rownosé (4) pokazuje, ze punkt X jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie AFE| a poniewaz wyzej stwierdziliSmy, ze na tym okregu lezy
rowniez punkt M, wiec AX = X M.

A
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