Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
3 kwietnia 2019 r. (pierwszy dzieh zawodow)

1. Punkty X iY lezg odpowiednio wewnatrz bokéw AB i AC troj-
kata ostrokatnego ABC, przy czym AX = AY oraz odcinek XY
przechodzi przez ortocentrum tréjkata ABC'. Proste styczne do
okregu opisanego na tréjkacie AXY w punktach X i Y przecinaja sie
w punkcie P. Dowies¢, ze punkty A, B, C, P leza na jednym okregu.

2. Dana jest liczba pierwsza p oraz taka liczba catkowita r, ze liczba
r” —1 jest podzielna przez p. Ponadto istniejg takie liczby catkowite
a oraz b, ze liczby r + 1 — a? oraz r? + 1 — b? s podzielne przez p.
Wykazaé, ze istnieje taka liczba calkowita c, ze liczba r3 + 1 — ¢?
jest podzielna przez p.

3. Na przyjeciu spotkato sie n > 3 gosci, wsrod ktorych niektorzy
sie znaja. Okazalo sie, ze na przyjeciu nie istnieje taka czworka réz-
nych gosci a, b, ¢, d, ze w parach {a,b}, {b, c},{c,d},{d,a} goscie sie
znaja, ale w parach {a, c}, {b, d} goscie si¢ nie znaja.

Maksymalng klikg na przyjeciu nazwiemy taki niepusty zbiér go-
sci X (byé moze jednoelementowy), ze goscie z X sie parami znaja,
ale nie istnieje gos¢ spoza X znajacy wszystkich gosci z X . Dowies¢,

ze na przyjeciu jest co najwyzej n(n2_1) roznych maksymalnych klik.

Uwaga: Jesli gosé a zna goscia b, to gos¢ b zna goscia a.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Cgzas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku konieczno$ci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnoéci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodow nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.
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4. Dane sa dodatnie liczby calkowite n,k,¢ oraz taka rdézno-
warto$ciowa funkcja o o argumentach i warto$ciach w zbiorze
{1,2,...,n}, ze dla kazdej liczby x € {1,2,...,n} liczba o(z) — z
jest réwna k lub —/. Dowies¢, ze liczba n jest podzielna przez k + ¢.

5. Dane sg liczby dodatnie ag,aq,...,a, spetliajace warunki:
n

ag jest liczby catkowita, > 1 ai < 1oraz a; < a;_1 + 1 dla wszyst-
kich 7 € {1,2,...,n}. Udowodnié, ze

n
1
n < 4%'2;‘
:1 1

6. Okrag €) jest opisany na trojkacie ostrokatnym ABC. Punkt D
jest srodkiem tego tuku BC' okregu €2, ktéry nie zawiera punktu A.
Okrag w o srodku w punkcie D jest styczny do odcinka BC' w punk-
cie E. Proste styczne do okregu w przechodzace przez punkt A prze-
cinajg prostg BC' w punktach K i L, przy czym punkty B, K, L,C
leza w tej kolejnosci na prostej BC'. Okrag 7, jest styczny do odcin-
kow AL i BL oraz do okregu ) w punkcie M. Okrag ~, jest styczny
do odcinkéw AK i C'K oraz do okregu €2 w punkcie N. Proste KN
i LM przecinajg sie w punkcie P. Wykaza¢, ze /ZKAP = /EAL.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielno$ci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.
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