LXX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego
3 kwietnia 2019 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Punkty X 1Y lezg odpowiednio wewnatrz bokow AB i AC trojkata
ostrokatnego ABC, przy czym AX = AY oraz odcinek XY przechodzi
przez ortocentrum tréjkata ABC'. Proste styczne do okregu opisanego na
trojkacie AXY w punktach X iY przecinajg sie w punkcie P. Dowies¢,
ze punkty A, B, C, P leza na jednym okregu.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Niech C’" bedzie punktem symetrycznym wzgledem prostej AB do
ortocentrum trojkata ABC, punktu H. Wtedy

YBC'A=<BHA =180°— <BAH — SHBA =
=180° — ¥HCB — SACH = 180° — $ACB,

wiec C' lezy na okregu w opisanym na tréjkacie ABC.
Oznaczmy przez S srodek krotszego tuku BC okregu w, ktoéry jest
zarazem punktem przeciecia dwusiecznej kata BAC z w. Niech prosta

C'S przecina AB w punkcie X’. Wéowczas
JHX'A = SAX'C' = $BC'S + $ABC' = $BAS + $HBA =
1 1
= §<}BAC +90° — $BAC = 90° — §<)BAC,

po drodze skorzystaliSmy z definicji punktu C’ i réwnosci katéw wpisa-
nych opartych na tuku BS okregu w.

Wobec tego, jesli prosta X'H przecina prostag AC' w punkcie Y, to
IY'X'A = 90° — %#BAC oraz

1
JAY' X' = 180° — (90O — §<)BAC + <)BAC’) =

900 — ;acBAc _3y'XA,

skad dostajemy réwnosé AX' = AY’, wiec X = X' 1Y =Y/, gdyz
punkty X,Y sa wyznaczone przez warunki zadania jednoznacznie.
Zauwazmy teraz, ze $AXC' = ¥Y XA = $SAY X, wicc z twierdzenia
o kacie miedzy styczna a cieciwg otrzymujemy, ze prosta XS jest stycz-
na do okregu opisanego na tréjkacie AXY w punkcie X. Analogicznie
dowodzimy, ze prosta Y S jest styczna do tego okregu w punkcie Y.
Oznacza to, ze styczne w punktach X i Y do okregu opisanego na tréj-
kacie AXY przecinajg si¢ w punkcie S lezacym na okregu w — to konczy
rozwigzanie. O

Uwaga: Mozna wykazacé nastepujgce twierdzenie Steinera: W trojkaq-
cie ABC, prosta { przechodzi przez jego ortocentrum H. Wowczas obrazy
prostej £ w symetrii wzgledem bokow trojkgta przecinajg sie w punkcie
lezgcym na okregu opisanym na trojkgcie ABC. W naszym zadaniu ob-
razy prostej XY wzgledem AB i AC, to oczywiscie styczne do okregu
opisanego na trojkgcie AXY, wiec z powyiszego twierdzenia dostajemy
teze zadania.

2. Dana jest liczba pierwsza p oraz taka liczba catkowita r, ze liczba
r” — 1 jest podzielna przez p. Ponadto istnieja takie liczby catkowite a
oraz b, ze liczby r+1—a? oraz r? + 1 —b? sg podzielne przez p. Wykazaé,
ze istnieje taka liczba calkowita c, ze liczba r3 + 1 — ¢? jest podzielna
przez p.

Autor zadania: Mariusz Skatba



Rozwiazanie:

Jezelip|r—1,top|r+1—a*+(r—1D0*+r)=r>+1—a? wiec
mozemy przyjaé ¢ = a.

Zatézmy, ze p f r — 1. Wowcezas z podzielnosci

plri—1=@F -1 +r"+.. . +1)
wynika, ze p | 76 + r° + ... + 1. Rozwazmy iloczyn
(r+ 1)+ 1)+ D)t = e+ D)2+ D) +rY) = (r+ D) (PP + D) (' +1) =

=1l4+r+... 4+ +r"=r"=1 (mod p).

Poniewaz r + 1 = a? (mod p) i r2 +1=0? (mod p), wiec
(r* +1)a®’r* =1 (mod p). (1)
Przyjmijmy ¢ = (r® + 1)abr?, wowczas
P+ 1= =+ 1)1 - (1 + 1)a’b’r?).

Z kongruencji (1) wynika, ze wyrazenie w drugim nawiasie jest podzielne
przez p, wiec p | r® +1 — % O

3. Na przyjeciu spotkato sie n > 3 gosci, wérdd ktérych niektorzy
sie znajg. Okazalo sie, ze na przyjeciu nie istnieje taka czworka réznych
gosci a, b, ¢, d, ze w parach {a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, a} goscie sie znaja, ale
w parach {a, c}, {b,d} goscie sie nie znaja.

Maksymalng klikg na przyjeciu nazwiemy taki niepusty zbiér gosci X
(by¢ moze jednoelementowy), ze goscie z X sie parami znaja, ale nie
istnieje go$¢ spoza X znaje(@cyl)wszystkich gosci z X. Dowiesé, ze na

przyjeciu jest co najwyzej ——— réznych maksymalnych klik.

Uwaga: Jesli gos¢ a zna goScia b, to gos¢ b zna goscia a.

Zadanie zaproponowal: Michal Pilipczuk

Rozwiazanie:

Przeprowadzimy dowdd przez indukcje ze wzgledu na n. Dlan = 3
nietrudno zauwazy¢, ze nie da sie wybra¢ czterech podzbioréw gosci,
tak aby zaden nie byt nadzbiorem innego. Oznacza to, ze niezaleznie od
znajomosci liczba maksymalnych klik wynosi co najwyzej trzy.

Niech G bedzie n-elementowym zbiorem gosci na przyjeciu. Wybierz-
my dowolnego goscia a € G, ktory zna przynajmniej jednego innego
goscia. Jezeli taki gos¢ nie istnieje to wszystkie maksymalne kliki w G
sktadaja sie z jednego goscia i jest ich n < @

Rozwazmy pewna maksymalna klike L w G\ {a}. Zauwazmy, ze jezeli
a nie zna ktoregos z gosci z L, to L jest réwniez maksymalng klika w G.
Natomiast jezeli a zna wszystkich gosci z L, to L U {a} jest maksymalng
klika w G.

Niech K bedzie maksymalna klika w G, dla ktorej nie istnieje taka
maksymalna klika L w G\ {a}, ze K = L lub K = L u {a}. Wéwczas
a € K, gdyz w przeciwnym razie K jest maksymalna klika w G\ {a}.
Poniewaz a ma jakiegos znajomego, to zbiér K'\{a} jest nie pusty. Z za-
tozenia K \ {a} jest klika, ktora nie jest maksymalnag klika w G\ {a},
wiec istnieje taki go$é ¢ € G\ {a}, ktory zna wszystkich gosci z K\ {a}.
Udowodnimy, ze K\ {a} jest zbiorem wspdlnych znajomych a i c.

Goscie a 1 ¢ sie nie znaja, gdyz w przeciwnym razie K U {c} bylaby
wieksza klika w G, wbrew maksymalnosci K. Przypusémy, ze istnieje
taka osoba b ktora zna a i ¢, ale b ¢ K\{a}. Go$¢ b nie zna pewnego go-
Scia z K, gdyz w przeciwnym razie K u {b} bytaby klika zawierajaca K.
Niech d € K\{a} bedzie goéciem ktorego nie zna b. Woéwczas goscie w pa-
rach {a, b}, {b, ¢}, {c,d} i {d,a} sie znaja, zas {a, c} i {b,d} sie nie znaja.
Zgodnie z warunkiem danym w zadaniu taka sytuacja jest niemozliwa,
wiec istotnie K\ {a} jest zbiorem wspélnych znajomych a i c.

Podsumowujac, udowodnilismy, ze kazda maksymalna klika w G al-
bo odpowiada jednoznacznie pewnej klice w G\ {a}, albo jest zbiorem
wspolnych znajomych a i pewnej osoby ¢ # a. Z zatozenia indukcyjnego
tych pierwszych klik jest co najwyzej m_lgﬁ Kazda z pozostatych
maksymalnych klik jest wyznaczona jednoznacznie przez pewnego go-
Scia r6znego od a, jest ich wiec co najwyzej n — 1. Oznacza to, ze liczba
maksymalnych klik w G jest nie wieksza niz

(n—2)(n—1) (n—1)n
+n—1=-—".
2 2
Co konczy dowod kroku indukeyjnego. O]
(db,mg)
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LXX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego
4 kwietnia 2019 r. (drugi dzien zawodow)

4. Dane sa dodatnie liczby catkowite n, k, ¢ oraz taka roznowartoscio-
wa funkcja o o argumentach i wartosciach w zbiorze {1,2,...,n}, ze
dla kazdej liczby = € {1,2,...,n} liczba o(z) — z jest rowna k lub —/.
Dowiesé, ze liczba n jest podzielna przez k + £.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:
Niech s bedzie liczbg calkowita, oznaczamy przez A, zbior takich
xe{l,2,...,n}, ze k+ (| x — s. Zauwazmy, ze
reA;=o(x) € Agig. (2)

Istotnie, liczba o(x) — (s + k) jest réwna z + k — (s + k) = x — s lub
r—0—(s+k)=x—s—(k+/{), wigc jest podzielna przez k + (. Poniewaz
funkcja o jest r6znowartosciowa, to z warunku (2) wynika nieréwnosé

|As| < [Astl, (3)

gdzie przez |-| oznaczamy liczbe elementéw zbioru.

Przypusémy, ze k + ¢ } n, woéwczas n = q(k + {) + r, dla pewnych
nieujemnych liczb catkowitych ¢, r spelniajacych warunek 1 <r < k+/.
Zauwazmy, ze

A, — qg+1 dla 1<s<r
’ q dla r+1<s<k+/
W szezegélnosei |Ay| = ¢+ 11 |A41] = ¢. Z nieréwnosci (3) mamy
|A1| < |Ags1], wiee |Ags1| = ¢ + 11 w konsekwencji k£ + 1 < r. Oznacza

to,ze 1 <r+1—Fk<r, wiec |A41-«| = ¢+ 1. Korzystajac ponownie
z (3) otrzymujemy

q+1=|A 11 k| <|A11] = ¢ — sprzecznosé, skad teza. L

5. Dane sg liczby dodatnie ag, ai, . . ., a, spekniajace warunki: ag jest

liczbg catkowita, D' - <1 oraz a; < a1 + 1 dla wszystkich
ie{l,2,...,n}. Udowodmc ze
n < 4a an l
= 0 £ ai'

Autor zadania: Michal Pilipczuk

Rozwiazanie:
Sposob I: Na poczatek zauwazmy, ze stosujac wielokrotnie warunek
dany w zadaniu dostajemy, ze a; < ag+tdlat=1,2,....,n

Zauwazamy, ze n < 3ag. Istotnie, w przeciwnym razie mielibySmy

— = - = - + - - =
% Gt = a0 Tt i:ao+1a0+z i:2a0+1a0+Z
a a a 1 1 1
> 24 0 0 oo

2&0 3@0 4@0 2 3 4
sprzecznos¢ z zatozeniem. W zwiazku z tym otrzymujemy, ze

n

1 n n
40,0 : — = 4@0 : 4&0 =nNn.
; i ag +n 4a0

Sposo’b II: Udowodnimy, ze stala 4 z tresci zadania mozna zastgpic¢
przez 12, ktérej nie mozna juz zmniejszycé.
Odnotujmy po pierwsze, ze jezeli n = 1, to
12 Qo 2&0
—_ . — > =
aq ag+ 1

Przyjmijmy dalej, ze n > 2. Z nieréwnosci mi@dzy Srednig arytmetycz—

na i harmoniczng dla parami réznych liczb " +1’ a01+2, e + , dostaje-
my
i > n’ _ n? _ 2n
i=1a0+i 22;1(@07%) nao 4—M 200+ 1 +n’
Wobec tego

| = 2n
Zc? Zao—i—z 2a0 +1+n’

i=1 ¢ i=1



wiec 2ag + 1 > n. Poniewaz ag jest liczba catkowita, to 2a¢ = n.

Przejdzmy do dowodu zadanej nieréwnosci. Mamy

12 1 24nag ) . (1 N 5(2a9 — n) + (4ag — 5)) '

— Qg - — =
5 a;  5(2ag+1+mn 5(2ap + 1 +n)

i=1

Jezeli 2ag > n lub ag > 1, to 5(2a9 — n) + (4dag — 5) > 0 i teza zadania
jest spelniona. W przeciwnym razie mamy ag = 1 i n = 2. Wowczas

12 L1y _ 121 1 )
—aq|—+—]|=2—|z+z]|]=2=n.
5 9\a; | ay 5 \2 " 3

Przy czym réwnosé zachodzi gdy ay = 21 as = 3. [

6. Okrag () jest opisany na trojkacie ostrokatnym ABC. Punkt D jest
srodkiem tego tuku BC' okregu €2, ktory nie zawiera punktu A. Okrag w
o srodku w punkcie D jest styczny do odcinka BC' w punkcie E. Proste
styczne do okregu w przechodzace przez punkt A przecinaja prosta BC
w punktach K i L, przy czym punkty B, K, L, C leza w tej kolejnosci na
prostej BC'. Okrag 7, jest styczny do odcinkow AL i BL oraz do okregu
Q w punkcie M. Okrag 7, jest styczny do odcinkéw AK i C'K oraz do
okregu €2 w punkcie N. Proste KN i LM przecinaja sie¢ w punkcie P.
Wykazaé, ze SKAP = SEAL.

Autor zadania: Michatl Kieza

Rozwigzanie:

W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujacy lemat, znany jako twier-
dzenie o symedianie.

Lemat. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag o, przy czym
IBAC < 90°. Punkt M jest $rodkiem boku BC, zaé punkt D punktem
przeciecia stycznych do okregu o w punktach B i C. Wowczas prosta
AD jest symetryczna do prostej AM wzgledem dwusiecznej kata BAC.
(Prosta AD nazywamy symediang trojkata ABC).

Dowdéd. Niech M’ bedzie punktem przeciecia prostej symetrycznej do
AD wzgledem dwusiecznej kata BAC' z odcinkiem BC. Wtedy, korzy-
stajac z twierdzenia sinusow dla tréjkatow ABM’ 1 AM'C' dostajemy

CM' CM' AM' sin<M'AC sin<CBA

M'B~ AM' M'B_ sinIBCA sin<BAM' (+)-

Poniewaz proste DB i DC' sg styczne do okregu o, to z twierdzenia
o kacie miedzy styczng a cieciwg wynika, ze

S¥DBA =180° — SACB oraz <ACD = 180° — ¥CBA.
Mamy wiec

sin¥DAB sinSACD BD AD

(+) sin¥DBA sin¥DAC AD CD ’

w przedostatniej réwnosci wykorzystaliSmy twierdzenie sinuséw dla tréj-
katow ABD i ADC. Otrzymalismy, ze CM' = M'B, wiec punkt M’ jest
srodkiem odcinka BC, stad teza. m



Przejdzmy do rozwiagzania zadania. Oznaczmy przez U punkt przecie-
cia stycznych do 2 w punktach B i C. Zauwazmy, ze

SUBD = ¥BCD = ¥DBC = <DCU,

gdzie w pierwszej i ostatniej réwnosci wykorzystaliSmy twierdzenie o ka-
cie miedzy styczng a cieciwg. Wobec tego proste BD i C'D sg odpo-
wiednio dwusiecznymi katow UBC i BCU, wiec okrag w jest wpisany
w trojkat UBC.

Wykorzystujac twierdzenie o symedianie widzimy, ze prosta AU jest
symediang w trojkacie ABC'. Poniewaz AF jest srodkowa trojkata ABC,
wiec proste AU i AFE sg symetryczne wzgledem dwusiecznej AD kata
BAC. Proste AK i AL sa réwniez symetryczne wzgledem AD, gdyz
punkt D jest Srodkiem okregu w wpisanego w kat K AL. Wobec tego,
aby wykazaé roéwnoéc katow K AP i EAL wystarczy wykazac, ze punkty
A, P iU sa wspoliniowe.

Wiadomo, ze dla kazdej pary nieprzystajacych okregdéw oy, 09 istnie-
je doktadnie jedna jednoktadnos$¢ j o dodatniej skali przeksztatcajaca

01 na o9. Ponadto, zachodzi nastepujace twierdzenie o sktadaniu jedno-
ktadnosci (znane réwniez jako twierdzenie Monge’a):

Twierdzenie. Ztozenie dwoch jednoktadnosci jest albo jednoktadnoscig
o skali bedacej iloczynem wyjsciowych skal i sSrodku wspétiniowym ze
srodkami sktadanych jednoktadnosci, albo przesunieciem, jesli iloczyn
wyjsciowych skal jest rowny 1. (zob. L Olimpiada Matematyczna, Spra-
wozdanie Komitetu Gltéwnego, Warszawa 2000, Dodatek D, str. 114)

Niech v bedzie okregiem wpisanym w trojkat AK L. Okregi v i €2
majg rézne promienie, wiec istnieje jednoktadnos¢ j; o dodatniej skali
i sSrodku w pewnym punkcie P’, ktéra przeksztatca Q w . Okregi v 1 14
s wpisane w kat AL B, wiec istnieje jednokladnosé js o $rodku w punkcie
L i dodatniej skali, ktora przeprowadza okrag v w 1.

Niech k := js o j;. Z twierdzenia o sktadaniu jednoktadnosci wyni-
ka, ze k jest albo jednokladno$cig, ktérej srodek lezy na prostej P'L,
albo przesunieciem. Poniewaz k przeksztatca 2 w 7, to nie moze by¢
przesunieciem, gdyz okregi te maja rézne promienie, wiec k jest jedno-
ktadnoscia. Poniewaz okregi €2 i v sa styczne wewnetrznie w punkcie M,
to istnieje jednokladnos$¢ o srodku w M i dodatniej skali przeksztatca-
jaca Q w ;. Poniewaz jednokladnos¢ o dodatniej skali przeksztatcajaca
Q) w vy jest jedyna, to jest nig k. Oznacza to, ze punkt M lezy na prostej
P'L, wiec punkty L, M, P’ sa wspolliniowe. Analogicznie wykazujemy;,
ze punkty K, N, P’ sg wspoélliniowe, wiec P = P’.

Okregi €2 i w sa wpisane w kat BUC, wiec istnieje jednoktadnosé ¢,
o srodku w U i dodatniej skali, ktéra przeksztatca Q w w. Okregi w iy
sg wpisane w kat K AL, wiec istnieje jednoktadno$é¢ ¢ o srodku w A
i dodatniej skali, ktéra przeprowadza w w ~.

Niech m := ¢y o {;. Z twierdzenia o sktadaniu jednoktadnosci wynika,
ze m jest albo jednoktadno$cig ktoérej srodek lezy na prostej AU, albo
przesunieciem. Poniewaz m przeksztatca Q2 w v, wiec nie moze by¢ prze-
sunieciem, gdyz okregi {2 i vy nie sa przystajace. Jedyna jednoktadnoscia
o dodatniej skali przeksztatcajaca 2 w v jest ji, wiec m = j;. Oznacza
to, ze srodkiem jednoktadnosci m jest punkt P, wiec P lezy na prostej
AU — co konczy dowdd zadania. n
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