LXXI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
I seria: do 30 wrzesnia 2019 r.

1. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Rozwazmy wszystkie liczby po-
staci | 7], gdzie k jest dodatnig liczbg catkowita. Wykazac, ze réznych takich
liczb jest nie wiecej niz 24/n + 1.

Uwaga: Dla liczby rzeczywistej x, przez | x| oznaczamy najwiekszq liczbe cal-
kowitg mie wiekszg iz x.

2. Dla kazdej liczby caltkowitej n > 4 wyznaczy¢ wszystkie takie ciagi liczb
rzeczywistych aqy, as, ..., a,, ze

a?H + afﬁ + 2a;a;43 < 0 dla wszystkich ¢ = 1,2,...,n,
gdzie a,y = ay dla t € {1,2,3}.

3. Szachownice o wymiarach 15 x 15 przykryto przy pomocy ptytek o wy-
miarach 2 x 21 3 x 3 w taki sposéb, ze pltytki nie wystajg poza szachownice
i nie nachodzg na siebie oraz kazde pole szachownicy jest przykryte. Wyzna-
czy¢ najmniejsza liczbe uzytych ptytek 3 x 3, dla ktorej jest to mozliwe.

4. Trapez ABC'D o podstawach AB i C'D jest wpisany w okrag 2. Punkt M
jest érodkiem tego tuku C'D okregu €2, na ktérym nie lezy punkt A. Niech w
bedzie okregiem o $rodku M stycznym do prostej AD. Punkt X jest jednym
z punktow przecigcia prostej C'D z okregiem w. Udowodnié, ze prosta styczna
do okregu w w punkcie X przechodzi przez érodek odcinka AB.

Rozwigzania powyzszych zadari (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpoiniej dnia

30 wrzesnia 2019 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pdZniejszym nie
bedqg rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego stromy: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwq i adresem szkoly.



LXXI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
II seria: do 30 pazdziernika 2019 r.

5. Dane sa dodatnie liczby catkowite ki, ko, ..., k,, K, przy czym K dzieli
sie¢ przez kazda z liczb ki, ko, ..., k,. Zalézmy, ze istnieja liczby catkowite
X1, T, ..., T, speniajace réwnanie

T 1
cx+— x99+ ...+ — x, =1
ke R T Fon
Udowodni¢, ze istnieja rowniez takie liczby catkowite y1, 4o, ..., yn, ze
K + — K + 1
/ﬁ "Y1 oy Y2 T k “Yn =
oraz |y;| < k; dla wszystkich i =1,2,...,n
6. Dana jest liczba catkowita n > 2019. Liczby 1,2, ...,n? wpisano w pola

tablicy o wymiarach n x n tak, ze w kazde pole zostala wpisana doktadnie
jedna liczba. Udowodnié¢, ze mozna wybra¢ n pol w taki sposéb, by w kaz-
dym wierszu i w kazdej kolumnie znajdowalto sie doktadnie jedno wybrane
pole oraz wsréd liczb wpisanych w wybrane pola nie byto czterech bedacych
kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

7. Sciany czworoécianu ABCD sa trojkatami ostrokatnymi, a katy dwu-
Scienne przy krawedziach AB i C'D sa proste. Dowie$¢, ze ortocentra trojka-
tow ABC, BCD, CDA, DAB lezg na jednej ptaszczyznie.

8. Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢

3+at+ b3+ 2 N 3+ b+ A+ a? N 3+t +ad+0b° >3
14203 4+3024+6¢c 14+20+324+6a 14+23+3a24+6b~ 2

Rozwigzania powyzszych zadari (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpoiniej dnia

30 pazdziernika 2019 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pdZniejszym nie
bedqg rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego stromy: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwq i adresem szkoly.



LXXI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
IIT seria: do 2 grudnia 2019 r.

9. Dane sg takie liczby dodatnie a, b, ze liczby a? + b%, a® i b® sg wymierne.
Udowodni¢, ze liczby a i b rOwniez sa wymierne.

10. Czworokat ABCD jest opisany na okregu, przy czym BC = 2AB.
Symetralna boku BC oraz dwusieczna kata DC B przecinaja si¢ w punkcie X.
Wykazaé, ze proste AX i BD sg prostopadte.

11. Dane sg dodatnie liczby catkowite n i k. Na przyjeciu spotkato sie n go-
Sci, sposrod ktorych niektorzy sie znaja. Okazato sie, ze kazdy go$¢ zna co
najwyzej 2k innych gosci, ale kazdych dwéch nieznajacych sie gosci ma co
najmniej k£ wspolnych znajomych na przyjeciu. Udowodnié, ze n < 6k.

Uwaga: Jesli gosé A zna goscia B, to go$¢ B zna goscia A.

12. Wszystkie liczby postaci 2% + 4%, gdzie z,y sa wzglednie pierwszymi
dodatnimi liczbami catkowitymi, ustawmy w cigg rosnacy z; < 2o < 23 < ...
Przyktadowo:

7 =2=1241% 2,=5=2241% 23=10=3>+1% 2, =13=3>+2% ...

Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich dodatnich liczb catkowitych n,
ze liczby 2, Zna1, - - -, Zni2019 S@ nNieparzyste.

Rozwigzania powyzszych zadari (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpoiniej dnia

2 grudnia 2019 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pdZniejszym nie
bedqg rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego stromy: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwq i adresem szkoly.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewddztwa pomorskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego,
ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

Dla wojewddztwa $laskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego,
ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewddztwa maltopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego,
ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakow.

Dla wojewddztwa lubelskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej

— Zaklad Rachunku Prawdopodobienstwa pok. 810, Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Marii Curie-Sklodowskiej,

pl. Marii Curie-Sktodowskiej 1, 20-031 Lublin.

Dla wojewodztwa tddzkiego i $wietokrzyskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Ma-
tematycznej — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu L.odzkiego,
ul. Banacha 22, 90-238 L.6dz.

Dla wojewodztwa wielkopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Uni-
wersytetu Poznanskiego 4, 61-614 Poznan .

Dla wojewddztwa podkarpackiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyczno—Przyrodniczy,

Uniwersytetu Rzeszowskiego

ul. Pigonia 1, 35-310 Rzeszéw.

Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego: Komitet Okregowy Olim-
piady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczecinskiego,
ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
— Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torut.

Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk,
ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewddztwa dolno$laskiego i opolskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego,
pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé
w Internecie pod adresem: https://om.mimuw.edu.pl/problems/



