LXXI Olimpiada Matematyczna

Rozwiazania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

3 wrzesnia — 2 grudnia 2019 r.

1. Rozwazmy wszystkie liczby postaci |7 |, gdzie k jest dodatnig liczbg catkowita. Wykazac, ze
réznych takich liczb jest nie wigcej niz 2/n + 1.
Uwaga: Dla kazdej liczby rzeczywistej x, przez |x| oznaczamy najwiekszq liczbe catkowitq nie wigkszq
Autor zadania: Mariusz Skatba
Rozwigzanie:
Jesli1 < k < y/n, to wyrazenie LEJ przyjmuje oczywiscie co najwyzej /n wartosci. Jesli /n < k < n,

k
1<[%J<{%J<ﬁ,

wiec rowniez {%J przyjmuje nie wiecej niz /n wartosci.
n
Dla pozostatych liczb k > n, warto$ciag wyrazenia {—J jest réwna 0, wiec tacznie dostajemy co

k

to

najwyzej 2v/n + 1 wartosci.
2. Dla kazdej liczby catkowitej n > 4 wyznaczy¢ wszystkie takie ciagi liczb rzeczywistych

A1, G9, ..., Qp, 7€
afﬂ + a?+2 + 2a;a;43 < 0 dla wszystkich : = 1,2,...,n,

gdzie a,; = a; dlat € {1,2,3}.
Autor zadania: Michat Pilipczuk

Rozwigzanie:
n

Sumujac stronami dane nieréwnosci dostajemy, ze E (a; + air3)* < 0. Poniewaz suma kwadratéw

jest niedodatnia, wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie ;l_iiadniki sg zerami, to a; = —a;3 dla dowolnego
1 =1,2,...,n. Ponadto, we wszystkich nieréwnosciach danych w zadaniu musi zachodzi¢ réwnos¢,
wiec

aiq +aj, = 2a; dla wszystkich 1 =1,2,...,n.

Odejmujemy dwa kolejne réwnania i po uwzglednieniu rownosci a; = —a;3 otrzymujemy
2 2 2 2\ o2 2 2 a2 _
(aiyy +aiys) — (i + aiyg) = 2(a7 — aiyy) = 3a7 1 = 3a; <= |ai| = |ay]

dla wszystkich ¢« = 1,2, ..., n. Oznacza to, ze wszystkie liczby w naszym ciagu maja te samg wartosé¢
bezwzgledna.

Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek I. Pewne dwa kolejne wyrazy szukanego ciggu sa réwne.
Niech a;41 = a;42 dla pewnego i € {1,2,...,n}. Woéwczas, poniewaz wszystkie liczby w rozwazanym
ciaggu maja te sama wartos¢ bezwzgledna oraz a; = —a;y 3, to a; = a1 = a0 lub a; 1 = a0 = a3,
wiec pewne trzy kolejne wyrazy ciggu sg rowne. Zauwazmy, ze jezeli pewien ciag spetnia warunki
zadania, to spetniaja je tez cykliczne przesuniecia ciggu. Bez straty ogélnosci rozwazal przyjmijmy,

ze a1 = as = as. Stosujac indukcje nietrudno wykazaé, ze dla dowolnego i = 1,2, ..., n + 3 zachodzi
wzOr
ay gdy ¢ daje przy dzieleniu przez 6 reszte 1,2 lub 3 (1)
a; = .
—ay w przeciwnym wypadku
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Jezeli n nie jest liczba podzielng przez 6, to pewna liczba sposrod n+ 1,n+ 2, n + 3 daje z dzielenia
przez 6 reszte rézna od 1,2 i 3. Wtedy ktoras z liczb api1, Gpio, anis jest rtéwna —a; a z definicji
ciagu wynika, ze
a1 = Q2 = a3 = Qp+1 = An42 = An+3,
wiec a; = —a; 1 w konsekwencji a; = 0. Wobec tego wszystkie wyrazy rozwazanego ciggu sg réwne
Zero.
Jezeli zas n jest liczba podzielna przez 6, to zgodnie ze wzorem ([Il) rozwazany ciag jest postaci

(C,c,c,—-C,—C,—C,...,C.C,C,—C,—C, ~C),

dla pewnej liczby rzeczywistej C. Latwo sprawdzi¢, ze tak okreslony ciag spetnia warunki zadania.
Przypadek 1I. Kazde dwa kolejne wyrazy szukanego ciagu sa rozne.

Poniewaz |a;| = |a;41| dla dowolnego i = 1,2,...,n, wiec a;41 = —a;. Stosujac indukcje nietrudno
wykazaé, ze a; = (—1)"a; dla i = 1,2,...,n. Jezeli n jest liczba nieparzysta, to a1 = a1 =
(—=1)""2a; = —ay, wigc a; = 0 i otrzymujemy sprzecznoéé, gdyz woéwcezas a; = ap = 0. Jezeli n jest

liczba parzysta, to ciag jest postaci
(c,—-C,Cc,—C,...,C,—-C), gdzie C' € R.

Latwo sprawdzi¢, ze ciagi tej postaci spetniaja warunki zadania.

Podsumowujac: warunki zadania spelnia ciag stale rowny zero, ponadto jesli n jest liczba parzy-
sta, to spetniaja je réwniez ciagi postaci (C,—C,C,—=C,...,C,—C), dla pewnego C' € R oraz jesli
n jest liczba podzielna przez 6, to spetniaja je tez ciagi postaci

(C,c,c,—C,~C,—C,...,C,C,C,—C,—C,~C)

i jego cykliczne przesuniecia, gdzie C' € R. [J
3. Szachownice o wymiarach 15 x 15 przykryto przy pomocy ptytek o wymiarach 2 x 211 3 x 3
w taki sposob, ze kazde pole jest przykryte przez doktadnie jedna plytka oraz plytki nie wystaja
poza szachownice. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe uzytych ptytek 3 x 3, dla ktérej jest to mozliwe.
Autorzy zadania: fiukasz Bozyk, Michal Pilipczuk, Tomasz Przybylowski
Rozwigzanie:
Odpowiedz: Najmniejsza liczbg ptytek 3 x 3, dla ktorej przykrycie z tredci zadania jest mozliwe jest 9.

Niech = oznacza szukana minimalna liczbe ptytek 3 x 3. Na rysunku przedstawiono przykrycie
z uzyciem dziewieciu ptytek 3 x 3, wiec x < 9.
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Rozwazmy dowolne przykrycie. Niech n, m beda odpowiednio liczbg uzytych ptytek 2 x 21 3 x 3.
Wowczas 4n 4+ 9m = 225, lub réwnowaznie m = 4(56 — n — 2m) + 1, wiec m daje przy dzieleniu
przez 4 reszte 1. Oznacza, to ze x = 1,5 lub 9.

Zauwazmy, ze poniewaz dowolna kolumna zawiera nieparzysta liczbe pdl, a ptytka 2x 2 przykrywa
0 lub 2 pola, to muszg w niej istnie¢ pola przykryte przez ptytke 3 x 3. Podobnie, w kazdym wierszu
musza istnie¢ pola przykryte przez ptytke 3 x 3.

Kazda plytka 3 x 3 przykrywa pola w doktadnie trzech réznych kolumnach, wiec liczba ptytek
3 X 3 wynosi co najmniej % = 5. W szczegdlnosei nie moze by¢ x = 1, wiec £ = 5 lub 9.

Przypusémy, ze istnieje przykrycie przy uzyciu pieciu ptytek 3 x 3. Kazda z 15 kolumn musi
posiadaé pola przykryte przez ptytki 3 x 3, za$ kazda z pigciu uzytych ptytek 3 x 3 przykrywa pola
w doktadnie trzech kolumnach, wiec zadne dwie ptytki 3 X 3 nie moga przykrywaé¢ pdl tej samej
kolumny. Ponadto, ptytki 3 x 3 mozna tak ponumerowa¢ Py, P, ..., Ps, ze i-ta ptytka pokrywa pola
w kolumnach 37 — 2,37 — 1,3i dla ¢ = 1,2,...,5. Analogicznie zadne dwie ptytki 3 x 3 nie moga
przykrywaé pol tego samego wiersza.

Rozwazmy ptytke P, znajdujacg sie w kolumnach od czwartej do szostej. Wezmy dowolny wiersz,
w ktorym znajduje si¢ ta ptytka. Po jednej stronie ptytki znajduja sie trzy pola a po drugiej dziewiec,
wiec nie mogg by¢ one przykryte przez plytki 2 x 2. Oznacza to, ze pola tego wiersza przykrywa
inna ptytka 3 x 3 — sprzecznosc¢.

Wykazalismy, ze nie istnieje zadane przykrycie przy uzyciu pieciu ptytek, wiec z = 9. U

4. Trapez ABCD o podstawach AB i C'D jest wpisany w okrag w. Punkt M jest $srodkiem tego
tuku C'D okregu €2, na ktérym nie lezy punkt A. Niech w bedzie okregiem o srodku M stycznym do
prostej AD. Punkt X jest jednym z punktéw przeciecia prostej C'D z okregiem w. Udowodnié, ze
prosta styczna do okregu w w punkcie X przechodzi przez srodek odcinka AB.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:

Bez szkody przyjmijmy, ze punkt X lezy blizej punktu D. Oznaczmy przez N i L srodki odcinkdéw
AB i CD, odpowiednio. Ponadto niech K bedzie rzutem punktu M na odcinek DB.

Katy BKM i BNM sa proste, wiec na czworokacie BN KM mozna opisa¢ okrag. Podobnie,
na czworokacie M LK D mozna réwniez opisa¢ okrag. Wobec tego korzystajac wielokrotnie z twier-



dzenia o réwnosci katéw wpisanych opartych na tym samym tuku (lub tukach tej samej diugosci)
otrzymujemy réwnosci

LLKM = /ZLDM = ZMCD = ZMBK = ZMNK.

Zatem trojkaty KM L i NKM sa podobne. Oznacza to ze prawdziwa jest rownosé

ML MK

MK ~ MN’
Punkt M jest srodkiem tuku C'D, zatem polprosta BM jest dwusieczng kata DBC', wiec odlegtosci
punktu M od prostych BD i BC' sa réwne, zatem tez rowne odlegtosci M od prostej AD, czyli
promieniowi okregu w. Wobec tego XM = MK, stad

ML MX )
MX MN’

7 ostatniej réwnosci wynika, ze tréjkaty XML i NM X sa podobne, gdyz maja one dodatkowo
wspolny kat przy wierzchotku M. Wobec tego ZNXM = ZMLX = 90°, czyli XN jest styczna do
okregu w.

Inne rozwigzanie:

Punkt M jest srodkiem tuku DC' okregu €2, wiec M B jest dwusieczng kata C'BD. Ponadto w jest
okregiem stycznym do AD i BC, wiec M jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ograniczony
prostymi AD, BD i BC. W szczeg6lnosci w jest styczny do BD — oznaczmy punkt stycznosci przez
K, jak wyzej.

Niech F' bedzie punktem stycznosci w i AD, a N $érodkiem odcinka AB. Pokazemy, ze punkty
F, K i N sa wspotliniowe. Istotnie, na podstawie twierdzenia Menelaosa zastosowanego dla trojkata
ADB i punktéw F, K i N lezacych odpowiednio na prostych AD, BD i BA wystarczy pokazaé, ze

AN BK FD _

1. (3)

NB DK FA

Jednakze AN = NB (gdyz N jest srodkiem AB) oraz F'D = DK poniewaz sa to odcinki styczne
poprowadzone z punktu D do w.

Roéwnosé ([3)) jest zatem réwnowazna temu, ze AF = K B. Zauwazmy jednak, ze prosta M N jest
osig symetrii trapezu ABCD i w. Wobec tego dtugosci odcinkéw stycznych do w poprowadzonych
z punktow A i B sg rowne, a co za tym idzie AF = BK.
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Na podstawie powyzszej wspotliniowosci widzimy, ze N lezy na biegunowej F'K punktu D wzgle-
dem w. Wykorzystujac twierdzenie o wzajemnosci biegunowych dostajemy, ze D lezy na biegunowej
punktu N wzgledem w. A poniewaz MN L CD, to CD jest biegunowg punktu N wzgledem w. Wo-
bec tego X, ktory jest punktem przeciecia w i biegunowej punktu N wzgledem w, lezy na stycznej
poprowadzonej z punktu N do w — stad teza.

Uwaga. Zauwazmy, ze punkty F, K i N sa rzutami punktu M na proste AD, DB i AB,
odpowiednio. Zatem na podstawie twierdzenia Simsona zastosowanego dla trojkata ADB i punktu
M lezacego na €2, punkty F, K i N sa wspoétliniowe.

Inne rozwigzanie:

Pokazemy teraz rozwigzanie analityczne: Zalézmy, ze okrag opisany na trapezie ABCD jest opisany
rownaniem z2 + y* = 1 oraz ze A = (—a,b), B = (a,b), C = (¢,d), D = (—c,d), b < d. Mamy wigc
a>+ 0 =1=c?+d* oraz M = (0,1). Réwnanie prostej AD wyglada tak

(d—b)x+ (c—a)y —bc+ad =0,

wiec kwadrat odlegto$ci punktu M od prostej AD, czyli kwadrat promienia okregu w jest réwny

/ LW
I/ \
3 N
/ \\
Fé M =(0,1)}
" !
(—C,d)—DMC—(C,d)
X\ L=(0,d) /
(—a,b) = A N = (0,b) B = (a,b)

MF? = MX2 — (c—a—bctad)? _ (c(1=b)—a(1—d))? _ (1—d?)(1—b)®>—2ac(1—-b)(1—d)+(1-b?)(1—-d)? __

T (d=b)2+(c—a)? 2—2bd—2ac o 2—2bd—2ac o
= QAU (4 4 gy (1 — b) — 2ac + (1+D)(1 — d)) = L20) (5 94 — 2d) = (1 — d)(1 —b).

Niech X = (u,d), L = (0,d) oraz N = (0,b). Udowodnimy, ze kat ZM XN jest prosty, czyli ze

MN? = MX?+ XN? Poniewaz MX? = ML?+LX?i NX?=LX?+ LN? = MX?—- ML?+ LN?,
wiec
MX? + XN?=2MX? - ML*+LN?=2(1—-d)(1-b) — (1 —d)?>+ (d —b)? =
=201 -d)(1-0)+(1-0)2d—b—-1)=(1-0b)(2—-2d+2d—b—1)=(1—-b)> = MN>

Dowod zostat zakonczony.

5. Dane sg dodatnie liczby catkowite kq, ko, ..., k,, K, przy czym K dzieli si¢ przez kazda z liczb
ki, ko, ..., k,. Zaltbzmy, ze istniejg liczby catkowite x1, zo, ..., x, spelniajace réwnanie

K

K K
— 1+ —To+ ...+ —

x =1,
ey s ko



Udowodni¢, ze istnieja réwniez takie liczby catkowite y1, 4o, ..., yn, Ze

K

K K
T Pt =yt =y, =1
1

ka kn
oraz |y;| < k; dla wszystkich i =1,2,...,n
Autor zadania: Michat Pilipczuk
Rozwigzanie:
Zauwazmy najpierw, ze jezeli K = 1, to k; = 11 wystarczy przyja¢ y1 = L,yo = ys = ... =y, = 0.
Zat6zmy dalej, ze K > 2. Niech

r; = qk; +r;, gdzie 0<r; <k, q,ri€d, dai=12....n
Wowezas

K
( 2]{?2—|—T2)—|— +_'(ann+rn):1a

n

K
— (ki + 1) +

kq ko

5

wiec

K K K
o 7’1+k— ro + . +k—-rn:1—K(q1+q2—|—...—|—qn):1+QK,
1 2 n

gdzie @ = —(q1 + ¢+ ...+ q,). Poniewaz 0 <r; < k; dlai=1,2,...,n, to

K K K K K K
0< — — — e, < — -k — -k oo+ — -k, =nk.
I rl—l—kz o + . +kn T i 1+k2 2+ +k‘n n

Oznacza to, ze 0 < 14+ QK < nK, wiec ) < n. Poniewaz () jest liczbg catkowita i Q) > —% > —%
wiec () = 0. Definiujemy
r; — k; dlal1<i<Q
Yi =
T <

dla@Q+1<i<

Latwo sprawdzi¢, ze tak zdefiniowany ciag spetnia warunki zadania. Istotnie, dla dowolnego
1 =1,2,...,n zachodza nier6wnosci

=k <ri— ki <y <1 < Ky,

wiec |y;| < k;. Ponadto

K K K K K K
St et —'ynz(—'(7“1—k‘l)+—'(7“2—14«‘2)+---+—(7°Q—k62))+

kl k k‘n k’l ]{52 k‘Q
K K K K K
+< rQ+1+...+—-rn) = (—-r1+—-r2+...+—-rn) — QK =(14QK)—- QK =1.
kQ+1 Tn kfl k2 kn
U
6. Dana jest liczba catkowita n > 2019. Liczby 1,2, ...,n% wpisano w pola tablicy o wymiarach

n X n tak, ze w kazde pole zostata wpisana doktadnie Jedna liczba. Udowodni¢, ze mozna wybrac¢ n
pol w taki sposéb, by w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajdowato sie doktadnie jedno wybrane
pole oraz wsrod liczb wpisanych w wybrane pola nie byto czterech bedacych kolejnymi wyrazami
ciggu arytmetycznego.

Autor zadania: Rami Ayoush

Rozwigzanie:
Niech A oznacza liczbe rosnacych, czterowyrazowych ciggdéw arytmetycznych o wyrazach ze zbioru
{1,2,...,n%}. Kazdy taki ci@g jest postaci (a,a +d,a+ 2d,a + 3d), dla pewnych 1 <a,d<
Ponlewaz 3d < a+3d < n? wiec d < %. Liczbe a mozemy wybraé¢ na mniej niz n? sposobéw, zas d
na mniej niz % sposoby, wiec A < ?4



Niech P oznacza zbioér tych wyboréw n pdl, ze w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduje
sie jedno wybrane pole, zas ) niech oznacza zbiér tych wyborow n poél, ze wsrod liczb wpisanych
w wybrane pola istnieje czterowyrazowy ciag arytmetyczny.

Oczywiscie zbior P ma n! elementéw. Oszacujmy liczbe elementéw zbioru P N (). Kazdemu
takiemu elementowi odpowiada przynajmniej jeden czterowyrazowy ciag arytmetyczny. Odwrotnie,
jezeli pola w ktorych wpisano liczby ustalonego czterowyrazowego ciggu arytmetycznego znajduja sie
w parami réznych wierszach i parami réznych kolumnach, to taki ciag odpowiada (n—4)! elementom
zbioru PNQ, gdyz pola z pozostatych wierszy i kolumn mozna wybra¢ dowolnie na (n—4)! sposobéw.
W przeciwnym przypadku takiemu ciagowi nie odpowiada zaden element zbioru PN (@). Oznacza to,
ze

IPNQ|<A - (n—4)! <

4
%-(n—zl)!.

Poniewaz

1P| 3nl Bn—Lm-2m-3) [, 1\[(, 2\(, 3 322
\PﬂQ|>(n—4)!n4_ n3 _3(1 n)(l n)(l n)>343 3_1’

wiec istnieje element zbioru P, ktéry nie nalezy do (), co nalezalo udowodni¢. [

7. Sciany czworoécianu ABCD sa tréjkatami ostrokatnymi, a katy dwuscienne przy krawedziach
AB i CD sa proste. Dowies¢, ze ortocentra tréjkatow ABC, BC'D, CDA, DAB leza na jednej
plaszczyznie.

Autor zadania: Michal Kieza

Rozwigzanie:

Niech Hy oznacza ortocentrum sciany Y ZT dla {X,Y,Z, T} = {A, B,C,D}. Prosta BHp jest
prostopadta do AC, gdyz Hp jest ortocentrum trojkata ABC. Ponadto BH 4 jako prosta zawarta
w plaszczyznie BCD, ktéra na mocy warunkéw zadania jest prostopadta do ptaszczyzny ACD,
rowniez jest prostopadta do AC. Wobec tego prosta AC jest prostopadla do prostych BHp i BH 4,
czyli do ptaszezyzny BH Hp. W szczegdlnosci prosta AC' jest prostopadia do prostej HHp.

Analogiczne rozumowanie pokazuje, ze prosta H Hp jest prostopadia do prostej BD. Zatem
prosta HyHp jest prostopadta do ptaszczyzny Il réwnolegtej do prostych AC' i BD. Podobnie,
prosta HgH¢ jest prostopadia do ptaszczyzny II. Wobec tego HgHe i HaHp sa réwnolegte, wiec
w szczegolnosei leza na jednej plaszezyzZnie.

8. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé¢

3+at+b3+c2 N 340+ +a? N 3+ct+ad+0b? >§
14203 +302+6¢c 14+203+32+6a 1+23+3a2+6b~ 2

Autor zadania: Tomasz Ciesla



Rozwigzanie:
Korzystajac z nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczng a geometryczng dostajemy, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej dodatniej mamy

1422 =1+ 2%+ 2° > 3V1- 23 23 = 322

oraz
4422 =242+ 22° > 3V2.2- 223 = 6.
Wobec tego
1+2a° +36> +6c <1420+ (1+26%) + (4+2¢%) =2 (3+a® +b* + %)
i podobnie

1+288 +32+6a<2-3+a®>+b*+c%) oraz 1+4+2¢®+3a>+6b<2-(34a®+b°+ ).

Zatem

3+at+b03+c2 N 340+ +a? N 3+ct+ad+b?
142a3+302+6¢ 1+4+283+32+6a 1423 +3a2+6b~

34a' +0° + ¢ N 340"+ +a’ N 3+t +add+0*
2. B+a+B+3) 2-B+ad+B+A) 2-B+ad+bB+3)
3+a'+a® +a? 340+ 0 + b 3+ct+c+

_2-(3+a3+b3+c3)+2-(3+a3+b3+03)+2-(3+a3+b3+c3)>
3+3Va? a3 at R (R 343V Bt
T2.B+a3+B+c3) 2-B+ad3+B+c3) 2-B+ad+bB+c3)
3+ 3a? 3+ 3b° 34 3¢ 3

2-(3+a3—|—b3+c3)+2-(3+a3+b3—|—03)+2-(3+a3—|—b3+c3) T2

O

Uwaga. 1+ 22 — 322 = (1 —2)(1 +z —22%) = (1 — 2)*(1 + 22) > 0 dla = > 0; oraz
44223 —6r=2(1—2)2—2—2*) =2(1—-2)%(2+ ) > 0dlaz > 0. Uzycie nieréwnosci miedzy
srednimi nie jest wiec konieczne. Gtéwny pomyst polega na oszacowaniu z dotu przez utamki o tym
samym mianowniku: 3 + a® + b3 + 2.

9. Dane sy takie liczby dodatnie a, b, ze liczby a? + b%, a® i b3 s wymierne. Udowodnié, ze liczby
a i b rébwniez s wymierne.

Autor zadania: Andrzej Fryszkowski

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
(a2 + B2)® — (a®)? — (b)?

212
b= 3(a2 + b2)

c Q.

3 b3
Wobec tego ab = a2—b2 jest réwniez liczbg wymierng. Mamy wiec
a

a’ + b3 a® — b
a+b—7a2+b2_ab€(@ oraz a—b—7a2+b2+ab€@.
Zatem liczby
a:(a—l—b)—;—(a—b) oraz b:(a—l—b);(a—b)

sa wymierne.
10. Czworokat ABC'D jest opisany na okregu, przy czym BC = 2AB. Symetralna boku BC oraz
dwusieczna kata DC B przecinaja si¢ w punkcie X. Wykazaé, ze proste AX i BD sa prostopadte.
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Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie. Zaczniemy od sformutowania i udowodnienia pomocniczego twierdzenia.
Lemat.
Jesli punkty Y i Z # Y leza na ptaszczyznie 11, to dla kazdej liczby rzeczywistej r zbiér tych punktow
W ptaszezyzny 11, dla ktérych zachodzi réwnosé r = WY?2 — W Z2 jest prosta prostopadla do prostej
YZ.

Dowad lematu.
Niech W bedzie punktem prostej Y Z. Zalézmy, ze na prostej Y Z wprowadzona zostal struktura osi
liczbowej oraz ze wspotrzednymi punktow WY, Z sg liczby w, y, z. Wtedy

WY? -WZ=(w—-9y)?—(w—2)>%=(z—y)2w—y— 2).

Otrzymane wyrazenie to (niestata) funkcja liniowa zmiennej w, wiec przyjmuje ono kazda wartosé
rzeczywista doktadnie w jednym punkcie (dla kazdej liczby rzeczywistej r istnieje dokladnie jedna
taka liczba w, ze 7 = (2 —y)(2w —y — 2)). Oznacza to, ze na prostej Y Z znajduje sie doktadnie jeden
taki punkt Wy, ze WoY? — Wy Z?% = r. 7 twierdzenia Pitagorasa wynika natychmiast, ze kazdemu

punktowi W prostej L prostopadtej do Y Z przechodzacej przez punkt W, przystuguje ta sama
wlasnogé. Jasne jest tez, ze jesli punkt W lezy poza prosty L, to WY? — W Z2% # r — wystarczy znéw

zastosowac twierdzenie Pitagorasa. Lemat zostal udowodniony. [
C

A R B
Niech M bedzie srodkiem boku BC', N takim punktem odcinka CD, ze CN = CM, R, S, T,U
— punktami stycznosci okregu wpisanego w czworokat ABC'D z bokami AB, BC', CD i DA. Oczy-
wiscie AR = AU, BR = BS, CS = CT i DT = DU. Zauwazmy, ze poniewaz punkt R lezy na
boku AB, wiec BM = AB > BR = BS, co oznacza, ze punkt M lezy miedzy punktami S i C, wiec
rowniez N lezy miedzy T i C. Poniewaz BM = BA, wiec

AU=AR=AB—-BR=BM -BS=SM=CS—-CM=CT—-CN=TN

i wobec tego DN = DT + TN = DU + AU = AD. Oczywiscie XM L CM. Réwniez XN 1 CN
oraz XM = XN, bo X lezy na dwusiecznej kata BC'D. Mamy zatem

XB* - XD?*=(XM?+ MB?) — (XN*+ ND?) = MB?> - ND* = AB* — AD”.

Stad i z lematu wynika, ze punkty A i X leza na prostej prostopadiej do prostej BD, co konczy
dowod. [



Inne rozwigzanie:
Oznaczmy przez M srodek odcinka BC' a przez N punkt na odcinku C'D taki, ze CN = CM.
Wowezas z warunkéw zadania mamy réwnos$¢ AB = BM = MC = CN. Ponadto z faktu, ze w
czworokat ABC'D mozna wpisa¢ okrag wynika ze AB + CD = BC + AD. Wobec tego

2-AB+ DN =AB+CN+ DN =AB+CD =BC+AD =2-AB+ AD,

wiec AD = DN.

Rozpatrzmy okregi wg i we o promieniu AB i $rodkach w punktach B i C, odpowiednio. Niech
wp oznacza okrag o $rodku w punkcie D i promieniu AD. Na podstawie wyzej pokazanych rownosci
odcinkéw, okregi w parach (wp,we) i (we,wp) sa zewnetrznie styczne.

7 definicji punktow M, N, X wynika, ze X jest punktem przeciecia sie wspolnych stycznych we-
wnetrznych, a wiec osi potegowych, okregéw w parach (wp,we) i (we,wp). Korzystajac z twierdzenia
o trzech osiach potegowych dla okregéw wpg, we i wp widzimy, ze punkt X jest ich $rodkiem pote-
gowym. W szczegélnodci AX jest osia potegowa okregéw wp i wp, wiec jest tez prosta prostopadia
do prostej BD, ktora taczy srodki okregéw wp i wp, skad teza. [

D

11. Dane sg dodatnie liczby catkowite n i k. Na przyjeciu spotkato sie n gosci, sposrod ktorych
niektorzy sie znajg. Okazalo sie, ze kazdy gos¢ zna co najwyzej 2k innych gosci, ale kazdych dwdch
nieznajacych si¢ go$ci ma co najmniej k& wspolnych znajomych na przyjeciu. Udowodnié¢, ze n < 6k.
Uwaga: Jesli gosé A zna goScia B, to gos¢ B zna goScia A.

Autor zadania: Michat Pilipczuk

Rozwigzanie:

Trojke gosci wérod ktorych jeden gosé z trojki zna dwoch pozostatych, ktorzy sie nie znaja nazwiemy
zbalansowang. Goscia nalezacego do zbalansowanej trojki, ktory zna dwoch pozostatych gosci na-
zwiemy popularnym. Oszacujmy na dwa sposoby liczbe T zbalansowanych tréjek gosci.

Dla ustalonego goscia A, oszacujmy w ilu zbalansowanych tréjkach moze by¢ on popularny.
Zauwazmy, ze pozostali dwaj goscie z trojki muszg by¢ znajomymi A. Poniewaz A ma co najwyzej
2k znajomych, to liczba zbalansowanych trojek w ktérych A jest popularny jest nie wieksza niz
(22k) = k(2k — 1). Kazda zbalansowana tréjka zawiera doktadnie jednego popularnego goscia, wiec

T < nk(2k —1).

10



Ustalmy pare gosci B, C ktorzy sie nie znaja. Z zatozenia zadania maja oni co najmniej k wspol-
nych znajomych. Zauwazmy, ze kazdy wspélny znajomy wraz z B i C tworzy zbalansowang trojke,
wiec B i C' znajduja si¢ razem w co najmniej k zbalansowanych trojkach. Poniewaz kazda osoba zna

co najwyzej 2k gosci, to nie zna co najmniej n — 1 — 2k gosci. Wobec tego liczba par oséb ktére
n(n—1-2k)

5 . Kazda taka para gosci znajduje sie w co najmniej k

sie nie znaja wynosi co najmniej
zbalansowanych tréjkach, wiec

n(n—1-2k

ro g a= 122

Laczac otrzymane oszacowania dostajemy, ze

k-MSTénk(?k‘—l),

wiec
k k
0<—”2 (4k—2—(n—1—2k)):—n2 (6k —1—n).

Oznacza to, ze 6k — 1 > n, skad teza. [

12. Wszystkie liczby postaci 22442, gdzie ,y > 0 sa wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi,
ustawmy w ciag rosnacy z; < 23 < z3 < ... Przyktadowo:

1 =2=1241% 2, =5=224+1% 23=10=3+1% 2z, =13=3*+22 ...

Dowie$¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich dodatnich liczb catkowitych n, ze liczby

Zny Zndly - - -y Znt2019 53 Nieparzyste.
Autorzy zadania: Wojciech Nadara, Mariusz Skatba
Rozwigzanie:

Niech
A:=3-5-7-9-...-(4039* - 2).
Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej £ mamy
NWD(kA+1,1) = NWD(kA+1,3) = NWD(kA+ 1,5) = ... = NWD(kA + 1,4039) = 1,
wiec liczby
(kA+1)*+ 1%, (kA+1)>+3%, (kA+1)2 +5%, ..., (kA +1)* + 4039

sq elementami ciagu (z,,),>1. Ponadto jesli k jest liczbg nieparzysta, to wyzej wypisane liczby réwniez
sa nieparzyste.

Dla k > 1 niech ny bedzie taka liczba catkowita dodatnia, ze z,, = (kA + 1)? + 1. Oczywiscie
liczby (ng)k>1 sa parami rozne. Udowodnimy, ze liczby (ny)r>1 dla nieparzystych k spetniaja warunki
zadania.

Poniewaz liczby

(KA+1)2+1% (kA+1)2+3% (kA+1)2+5% ..., (kA4 1)? + 4039

sa nieparzyste i sa elementami ciagu (2,),>1, wiec wystarczy dowies¢, ze (kA + 1) 4+ ¢ nie jest
elementem ciagu (z,),>1 dla nieparzystego k i ¢ € {2,4,6,...,4039% — 1}. Przypusémy wiec, ze

(kA—|—1)2+€::E2+y2,

dla pewnych liczb catkowitych x, y. Wystarczy dowie$¢, ze NWD(z,y) > 1, co pozwoli na stwier-
dzenie, ze liczba (kA + 1)? + ¢ = 2% + y? nie wystepuje w ciagu (2, )n>1-
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Rozpatrzmy dwa przypadki:
1°4 |0 Wtedy 4 | (kA + 1)% + ¢, wiec 4 | 22 + y?. Poniewaz kwadrat liczby catkowitej daje reszte
0 lub 1 przy dzieleniu przez 4, to 2> = y?> = 0 (mod 4). Zatem x i y sg liczbami parzystymi, wiec
NWD(z,y) > 1.
2° ¢ =2 (mod 4).

W rozwazanym przypadku mamy ¢+ 1 = 3 (mod 4). Liczba ¢ + 1 ma wiec dzielnik pierwszy
p postaci 4m + 3 dla pewnej liczby nieujemnej catkowitej m. Poniewaz £ < 40392 i p | £ + 1, wiec
p < 40392, zatem p | A. Wobec tego

2?+y?=(kA+1)*+(=0 (mod p).

Z lematu pierwszego, ktory jest sformutowany i udowodniony ponizej, wynika wiec, ze p | x i p | v,
czyli NWD(z,y) > p > 1.

Inne rozwigzanie:
W rozwigzaniu przyda si¢ nam nastepujacy:

Lemat 1.
Niech n bedzie liczbg calkowita, p = 4¢ + 3 — liczbg pierwsza, ¢ € Z. Wéwezas jedli n = 22 + y? dla
pewnych liczb catkowitych x, y, to p | x ip | y. W szczegdlnosci NWD(z,y) > 1.

Dowdd lematu 1.
Przypuéémy, ze n = z* + y? dla pewnych liczb calkowitych z, y. Jesli p | x, to p | n — 2% = ¢?,
wiec p | y, skad teza. Dow6d w przypadku p | y jest analogiczny. W dalszym ciagu p { = i p 1 y.

—1
Poniewaz p | n, to 22 = —y* (mod p). Podnosimy obustronnie kongruencje do potegi P =20+1
1 otrzymujemy
Pt = —yP~1 (mod p).
7 malego twierdzenia Fermata wnioskujemy, ze 2771 = 1 = 4?~! (mod p), zatem 1 = —1 (mod p),

co jest niemozliwe. Udowodniliémy lemat.

Wykorzystamy jeszcze jeden lemat, ale przed jego sformutowaniem przypomnimy dwie definicje.

Definicja 1.

Liczba catkowita r nazywana jest reszta kwadratowa modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taka liczba catkowita z, ze x> = r (mod p). Liczby, ktére nie sg resztami kwadratowymi nazywane
sg nieresztami kwadratowymi modulo p.

Kazda liczba jest reszta kwadratowa modulo 2. Euler udowodnit, ze jesli p > 2 jest liczba pierwsza
ipta,toa jest reszta kwadratowa modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy 7 =1 (mod p) oraz
'z = —1 (mod p) wtedy i tylko wtedy, gdy a jest niereszta kwadratowa modulo p.

Definicja 2. (symbolu Legendre’a)

Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Dla kazdej liczby catkowitej a definiujemy

1 gdy a#0 (modp) oraza jest reszta kwadratowa modulo p;
a
<—> = -1 gdy a#0 (modp) oraz a jest niereszta kwadratowa modulo p;
0 gdy a=0 (mod p).

Zachodzi wazny wzor <%’) = (%) <g> . 7 twierdzenia Eulera zacytowanego przed definicjg 2 wynika,

ze % = a7 (mod p). Jedli p, ¢ sa réznymi liczbami pierwszymi, to zachodzi wzér

() (9)- v



zwany prawem wzajemnosci reszt kwadratowych, ktorego znaczenie trudno przeceni¢. Wiecej o tym
przeczyta¢ mozna w wiekszosci ksiazek poswieconych elementarnej teorii liczb, rowniez w Wikipedii.
Dodajmy, ze wielu miejscach symbol Legendre’a jest definiowany przy zatozeniu, ze p 1 a

Lemat 2.
Niech n bedzie nieparzysta dodatnig liczbg catkowita, ktora nie jest kwadratem liczby caltkowite;j.
Woweczas istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p postaci 4¢ + 3, dla ktorych n nie jest reszta
kwadratowa modulo p.

Dowdd lematu 2.
Niech n = m?qiqs . .. qs, gdzie qi,qa, ..., qs s parami réznymi liczbami pierwszymi i niech p > n

p— q;— 2
bedzie dowolng liczbg pierwsza postaci 4¢ + 3. Mamy <£) <@> = (—1)%1—1) oraz (ﬂ) =1,

p qi

wiec <%> = (—1)—1—@71)? <2> - (—1)(2€+1)J—(q';1) (ﬂ) = (—1)(_1—(1'271) <£) i wobec tego

qi qi

(g) - Ul (q;) = lle (g) (1)

Przypus$émy, ze p spelnia nastepujacy uktad kongruencji

p=3 (mod4)
p=-z (modg) )
p=-1 (modg)dlai=23,...,s

gdzie x jest dowolng nieresztg kwadratowa modulo ¢;. Wowcezas

IT(2) 0 = (5) e =1

i1 \di N/

wiec n jest niereszta kwadratowa modulo p. Z chinskiego twierdzenia o resztach wynika istnienie
takiej liczby a wzglednie pierwszej z 4¢1qs . . . gs, ze p = a (mod 4q1qs . . . qs). Z twierdzenia Dirichleta,
wedlug ktorego kazdy ciag arytmetyczny o wyrazie a + mb, przy czym NWD(a,b) = 1 (u nas
b=4qqs .. .qs), zawiera nieskoriczenie wiele liczb pierwszych wynika, ze istnieje nieskonczenie wiele
liczb pierwszych p spetniajacych taka kongruencje. Stad wynika teza lematu 2. [J

Przejdzmy do rozwigzania zadania. Udowodnimy, ze mozna tak dobra¢ dodatnig liczbe catkowity
N, ze liczby

ag= N>+ (N+1)%a;=(N—-1)2+(N+2)2 ... ax0 = (N—2019)2 + (N + 2020)?

sa kolejnymi wyrazami ciagu (z,). Poniewaz wszystkie te liczby sa nieparzyste wynika stad teza
zadania.
Po pierwsze niech N =0 (mod 4039!). Wéwczas dla dowolnego k = 0,1, ...,2019, mamy

NWD(N — k, N + k +1) = NWD(N — k, 2k + 1) = NWD(k, 2k + 1) = 1.

Oznacza to, ze liczby ag, ay, . .., asp19 sa sumami kwadratéw wzglednie pierwszych liczb catkowitych,
wiec sa wyrazami ciagu (z,).

Niech m bedzie taka liczba catkowita, ze ag < m < aggi9im # a; dlai =0,1,...,2019. Poniewaz,
ag = 2N? + 2N + 1 za$ asgig = 2N? + 2N + 20192 4 20202, to

m = 2N? 4+ 2N + k, dla pewnego 1 < k < 2019% + 20202

Udowodnimy, ze liczba 2k — 1 nie jest kwadratem liczby catkowitej. Przypusémy przeciwnie, niech
2k — 1 = (2t + 1)? dla pewnego t. Poniewaz 1 < 2k — 1 < 2(2019% 4 2020?) — 1 = 40392, wigc
0 <t <2019. Oznacza to, ze

m=2N?>4+2N+k=2N*+2N+ (2* + 2t + 1) = (N —t)* + (N +t + 1)* = a,,
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wbrew zatozeniu.

7 lematu drugiego wynika, ze istnieje taka liczba pierwsza pp > 4039 postaci 4¢ + 3, ze 2k — 1
jest niereszta kwadratowa modulo pg. Poniewaz —1 jest niereszta kwadratowa modulo pg, wiec
(=1)(2k—1) = 1—2k jest reszta kwadratowa modulo py, (jako iloczyn dwoch niereszt kwadratowych).
Niech z;, bedzie taka liczba catkowita, ze 22 = (1—2k) (mod p;,) i dobierzmy N tak, aby 2N +1 = xy,
(mod pg). Mamy

1

2N? +2N + k = 5((2N +1)2—(1—-2k)==(22 —(1-2k) =0 (mod py).

N —

Liczba 2N? 42N +k jest podzielna przez liczbe pierwsza postaci 4143, wiec nie jest suma kwadratéw
wzglednie pierwszych liczb catkowitych — lemat pierwszy.

Zauwazmy, ze poniewaz lemat drugi gwarantuje istnienie nieskonczenie wielu liczb pierwszych
o zadanej wtasnosci, to mozemy wybrac¢ liczby ps, ps, ..., P2o192120202—1 parami rézne i wieksze od
4039.

Oznacza to, ze jezeli N spelnia warunki

1

N = —120192”(2)20271— (mod pag192120202—1)
to ag,aq, ..., a9 4 sumami kwadratéw wzglednie pierwszych liczb catkowitych. Ponadto, zadna
inna liczba wieksza od ag i mniejsza niz asgg nie jest sumg kwadratow wzglednie pierwszych liczb
catkowitych. Zatem liczby ag, a1, ..., aspe to kolejne wyrazy ciagu (z,). Istnienie takiego N wynika

wprost z chinskiego twierdzenia o resztach. [J
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