Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego
7 lutego 2020 r. (pierwszy dzien zawod6w)

1. Zal6ézmy, ze parami rozne liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spetniaja
warunek

(@®+0*—1)(a+b) ="+ —1)(b+c)=(+d*—1)(c+d).
Udowodni¢, ze a + b+ c+d = 0.

2. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Jadzia ma za zadanie
napisa¢ na tablicy wszystkie liczby od 1 do 2n—1 po kolei, przy czym
kazda z nich moze napisa¢ czerwong lub niebieska kreda. Powiemy,
ze paraliczb 1,5 € {1,...,2n—1}, gdzie i < j, jest dobra, jesli wérdd
liczb 4,72 4+ 1, ..., 7 nieparzyscie wiele zostalo napisanych na tablicy
na niebiesko. Wyznaczy¢, w zaleznosci od n, najwiekszag mozliwg
liczbe dobrych par, jaka Jadzia moze uzyskac.

3. Punkt M jest srodkiem boku BC' trojkata ostrokatnego ABC.
Okrag wpisany w trojkat ABM jest styczny do boku AB w punk-
cie D. Okrag wpisany w trojkat ACM jest styczny do boku AC
w punkcie E. Punkt F' jest taki, ze czworokat DM EF jest rowno-
legtobokiem. Udowodnié¢, ze punkt F' lezy na prostej zawierajacej
dwusieczng kata BAC.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku konieczno$ci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawoddw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawoddéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.
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4. W szesciokacie wypuktym ABC DEF prawdziwe sa réwnosci
AB=CD =FEF oraz BC=DFE = FA.

Wykazaé, ze jesli SFAB + SABC = <FAB + <EFA = 240°, to
JSFAB + <CDE = 240°.

5. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Niech S bedzie zbiorem
p + 1 liczb catkowitych. Wykazac, ze istnieja parami rézne liczby
ay, as, . .., a,—1, nalezace do zbioru S, dla ktérych liczba

ar +2az+3as+ ...+ (p—1)a,—1

jest podzielna przez p.

6. Zalézmy, ze nieujemne liczby rzeczywiste ag,ai,as,... oraz
bo, b1, b2, . .. spetniaja nieréwnosci a? < a;_1a,41 oraz b? < bi_1bq
dla wszystkich ¢ > 1. Definiujemy liczby ¢y, ¢1, ¢, . .. Wzorem

Cp = i (7;) aibn_i
1=0

(przy czym cy = agbo). Wykazaé, ze dla wszystkich k& > 1 prawdziwa
jest nieréwno$é ¢ < cx_1Ck41-

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.



