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Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

7 lutego 2020 r. (pierwszy dzien zawoddw)

1. Zalézmy, ze parami rozne liczby rzeczywiste a, b, c,d spetniaja
warunek

(@®+0*—1D(a+b) ="+ —1)(b+c)=(+d*—1)(c+d).
Udowodni¢, ze a+b+c+d = 0.

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwiazanie:
Mamy
0=(a’+b"—1)(a+b)— (V" + " —1)(b+c) =
=(a—)t* = 1) +a*(a+b) —c*(b+c) =
=(a—c)(b® =1+ (a®> +ac+c*) +bla+c))

= (a—c)(a® + b+ +ab + bc+ ca — 1).
Poniewaz, liczby a i ¢ sa rozne, to
(1) a> +b*+c*+ab+bctca—1=0.
Podobnie, poniewaz liczby b i d sa rézne, to z réwnosci
0=®*+—-1)(b+ec)—(+d*—1)(c+d)

=b-d)(=1)+b*(b+c)—d*(c+d) =
=b—d)( -1+ (B> +bd+d*) +c(b+d))
=b—d)*++d*+bctcd+db—1)
wynika, ze
(2) bV +c+d*+bctced+db—1=0.

Odejmujac stronami réwnania (1) i (2) dostajemy, ze
0=a’+ab+ac—d* —bd—cd=(a—d)(a+b+c+d).
Poniewaz liczby a i d sa r6zne, to otrzymujemy teze. O
Sposob 11
Rowno$é (a® + 0% — 1)(a+b) = (b + ¢ — 1)(b + ¢) mozemy potrak-

towaé jako réwnanie z niewiadoma a i z parametrami b, c. Oczywis-
tym pierwiastkiem tego roéwnania jest ¢, a to oznacza, ze wielomian
(a®>+0*—1)(a+b) — (b* +c* —1)(b+ ¢) dzieli sie przez a — c. Podzie-
liwszy otrzymujemy
0=(a*+b—1)(a+b)—(V*+*—1)(b+c) =
=(a—c)(a®*+alb+c)+b*+bc+c* —1).
Podobnie z zatozenia (¢ +d? —1)(c+d) = (b* +* —1)(b+ ¢) wynika
rOwWnosé
O=(*+—1)(d+c)—(V*+=1)(b+c) =
=(d—=b)(d*+db+c)+b*+bc+c*—1).
Poniewaz a # ¢ i d # b, wiec liczby a i d sa réznymi pierwiastkami
réwnania 22 +x(b+c¢) + 0% +be+c? — 1 = 0. Z wzoru Victe’a wynika,
ze a+d=—(b+c) czyli a+ b+ c+d = 0. Zakonczylismy dowod. O
Uwaga. Drugi sposob pojawit sie w rozwigzaniach uczestnikéw dru-
giego stopnia OM w kliku réznych wersjach. Pierwszy — rozwiazanie
firmowe — tez.



2. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Jadzia ma za zadanie
napisa¢ na tablicy wszystkie liczby od 1 do 2n —1 po kolei, przy czym
kazda z nich moze napisa¢ czerwong lub niebieskg kreda. Powiemy, ze
para liczb i,j € {1,...,2n — 1}, gdzie i < j, jest dobra, jesli wérdd
liczb 2,7+ 1, ..., j nieparzyscie wiele zostato napisanych na tablicy na
niebiesko. Wyznaczy¢, w zaleznosci od n, najwieksza mozliwg liczbe
dobrych par, jaka Jadzia moze uzyskac.

Autor zadania: Y.ukasz Bozyk

Rozwiazanie:

Odpowiedz: n?.

Jezeli Jadzia pomaluje kazda liczbe na niebiesko, to para (i, 7) jest
dobra wtedy i tylko wtedy, gdy 7 — i jest liczbg parzysta. Zauwazmy,
ze przy ustalonym j — i = k liczbe ¢ mozna wybra¢ dowolnie sposréd
liczb 1,2,...,2n—1— k. Oznacza to, ze liczba dobrych par jest réwna

(2n — 1)+1> )

=n".
2

Udowodnimy teraz, ze wickszej liczby dobrych par nie da si¢ uzy-

2n—1-0+2n—1-21+...H2n—1-2(n—1))=n (

ska¢. Dla i =1,2,...,2n — 1 niech s; oznacza liczbe niebieskich liczb
wsrod liczb 1,2, ... 4. Ponadto przyjmijmy sy = 0. Dla dowolnych i, j
liczba niebieskich liczb posrod 4,7 +1,...,7 jest rtéwna s; — s;_;. Za-
tem para (i, j) jest dobra wtedy i tylko wtedy, gdy s; —s;_1 jest liczba
nieparzysta, lub réwnowaznie liczby s,_1 i s; sa réznej parzystosci.
Oznaczmy przez p liczbe liczb parzystych posréd sq, So, ..., Sop_1.
Wowcezas wsrod liczb sg, s1, ..., 82,1 jest p+ 1 liczb parzystych oraz
2n — 1 — p liczb nieparzystych. Liczba par liczb s;_1,s; o réznej pa-

rzystosci jest réwna
1+2n—1-p\?
(p+1)(2?”b—1—p)<(pJr +2n p) =n?,

wiec liczba dobrych par jest nie wicksza od n%. O

3. Punkt M jest srodkiem boku BC trojkata ostrokatnego ABC'.
Okrag wpisany w trojkat ABM jest styczny do boku AB w punkcie
D. Okrag wpisany w trojkat AC'M jest styczny do boku AC' w punkcie
E. Punkt F jest taki, ze czworokat DM EF' jest réwnolegtobokiem.
Udowodni¢, ze punkt F' lezy na dwusiecznej kata BAC.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:

Sposob 1

Rozpatrzmy dowolny tréjkat A'B’'C’ ktérego okragg wpisany jest
styczny do bokow B'C’, C'A’1 A’B’ w punktach P, ) i R odpowiednio.
Wowcezas na podstawie twierdzenia o rownosci odcinkéw stycznych
wiemy, ze AR = A'Q .=z, BR = B'P :=y oraz C'P = C'Q := z.
Mamy wiec x +y = A'B’, y + 2z = B'C’' oraz z + x = C'A’. Dodajac
te rownosci stronami, nastepnie dzielac wynik przez 2 otrzymujemy
r4+y+z=3(AB + B'C' +C'A"). Wobec tego prawdziwy jest wzor

1
(3) A'R:(x+y~|—z)—(y+z):§(A’B’+A’C’—B’C”).

1 B P . . .. .
Przejdzmy teraz do rozwiazania zadania. Wykazemy najpierw, ze

AM > %BC. Przeprowadzimy rozumowanie nie wprost: zalézmy, ze
AM < %BC. Wowcezas AM < BM, skad <M BA < <<BAM. Podob-
nie, AM < CM, wiec YACM < <M AC. Wnioskujemy, ze

JSBAC = 4BAM + <MAC > <MBA+ <ACM = 180° — <BAC.
Jednakze nierownos¢ ta nie moze by¢ spetniona, gdyz kat BAC' jest
ostry na mocy zatozen zadania. Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowod
nie wprost. Zatem istotnie AM > %BC.



Z nieréwnosci AM > $BC oraz ze wzoru (3) wynika, ze AD > BD
oraz AF > EC. W takim razie istniejg punkty X i Y na odcinkach
odpowiednio AD i AFE takie, ze

BD = DX oraz EC = EY.

Oznaczmy przez F’ srodek odcinka XY. Wéwcezas na podstawie twier-
dzenia o linii $rodkowej w tréjkacie mamy, ze DF' || BY, ME || BY,
DM || XC oraz F'E || XC. W szczeg6lnosci oznacza to, ze czworokat
DMEF" jest rownolegtobokiem, a stad F = F”.

Pozostaje zatem wykaza¢, ze AX = AY; wtedy AF jako $rod-
kowa w tréjkacie rownoramiennym AXY jest rowniez dwusieczng kata
BAC.

Korzystajac dwukrotnie z (3) otrzymujemy:

AB+ BM — AM
- _

=AM — BM = AM — MC = AC —2-

AX =AB—-2-BD=AB -2

AC + MC — AM
) _

=AC—-2-EC=AY. O

Sposob 11

W tym rozwigzaniu stosujemy oznaczenia: jesli x1, y1, Ta, yo, t1, t2 58
dowolnymi liczbami rzeczywistymi i X7 = (x1,11), Xo = (22,¥2), to
11 X1+t X = (L1 +towa, t1y1 + tays). Zakladamy, ze punkty A, B, C

leza na plaszczyznie, na ktorej wybrano pewien uktad wspotrzed-
nych prostokatnych. Niech a, b, ¢ oznaczaja kolejno dtugosci odcinkow
BC, CA, AB, a m dhugoé¢ odcinka AM. Oczywiscie M = (B + C).
Z réwnosci (3) z poprzedniego rozwiazania zastosowanej do trojkata
ABM wynika, ze BD = 1(c+%—m) i AD = (c—%+m). Stad otrzy-
mujemy D = 48B4+ 584 = L ((c— %4+ m)B+(c+4%—m)A). W taki
sam sposob otrzymujemy rownosé E = o= ((b—%+m)C+(b+%—m)A).
Punkt F' jest czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku, ktorego kolej-
nymi wierzchotkami sg D, M, E, zatem (D + E) = $(M + F) ($rodki
przekatnych pokrywaja sie) i wobec tego

F=D+FE—-M-=

:%C((c—g%—m)B—l—(c—l—g—m)A)—{—
+2lb((b—g+m)c+(b+g—m)A) —%(B+C):

= (b4 (b + (G —m) A+ o (m— DB+ (m — 50 =

:A+%(m—g)(%(B—A)Jr%(C—A)).

Przeksztalcamy dalej: ' — A = 2(m — %)(% + C—;A> Niech

Dy = A+im—9E21E = A+ 3(m— %)<, Jasne jest, ze

dtugosci odcinkéw AD, i AE; sg réwne ‘%(m —%)|, punkt D, lezy na

prostej AB, punkt F; lezy na prostej AC, F jest srodkiem odcinka
D, E;, zatem prosta AF zawiera dwusieczng kata D AFE;, wiec tez
kata BAC. O

Uwaga 1: W drugim rozwigzaniu nie korzystamy z tego, ze trojkat
jest ostrokatny. Pierwsze rozwigzanie wymagatoby wydtuzenia o jedno
zdanie, by uzyskaé teze rowniez dla trojkatéow nieostrokatnych.

Uwaga 2: Dodawanie punktow w drugim sposobie to standardowe
postepowanie. Stosowane réwniez w programach komputerowych uzy-
wanych do ,rysowania”. Poza tym jesli potraktowaé pary liczb rzeczy-
wistych jako liczby zespolone, wiec utozsami¢ punkt (z,y), z,y € R
z liczbg o + yi, gdzie 2 = —1, to takie dodawanie jest dodawaniem
liczb zespolonych. Mozna przyjaé, ze A = (0,0), wiec zrezygnowaé



z pisania A w kolejnych wzorach. Mozna tez uznac, ze mamy do czy-
nienia z liczbami zespolonymi i ze dwusieczna kata BAC' jest pot-
prosta ztozona z nieujemnych liczb rzeczywistych. To jeszcze bardziej
uproszcza zapis rozwigzania. Mozna napisaé, ze B = cz, C = bz
dla pewnej liczby zespolonej z, dla ktérej |z| = 1, a litery b, ¢ w dal-
szym ciggu oznaczajg dtugoséci bokow AC i AB trojkata ABC'. Zache-
camy do sprawdzenia, ze wtedy D = 3(c—%+m)z, E = 5(b—%+m)z,
M = 3(bz + cz) i wobec tego F' = 1(m — £)(z + Z), zatem F € R,
co konczy dowod. Niektorzy uczestnicy zawodow drugiego stopnia tak
wtagnie zrobili skracajac istotnie swe rozwigzania.

O wspoélrzednych barycentrycznych przeczyta¢é mozna w réznych
ksiazkach, roéwniez w artykule prof. dr. hab. Marka Kordosa:
http://www.deltami.edu.pl/temat /matematyka/geometria/
planimetria/2012/02/28/Co_moga nam_dac_ciezary_i_wypory/

W istocie rzeczy w drugim rozwigzaniu uzyliSmy wspotrzednych ba-
rycentrycznych, cho¢ nie uzyliSmy tej nazwy, bo nie byta istotna.
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Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego
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4. W szesciokacie wypukltym ABC DEF prawdziwe sg réwnosci
AB=CD=FF oraz BC=DFE=FA.
Wykazaé, ze jesli SFAB + SABC = 4FAB + SEFA = 240°, to
IFAB + <CDE = 240°.
Autor zadania: Michat Kieza

Rozwigzanie:

7 danego w treéci zadania warunku wynika w szczegdlnosci, ze
JABC = < FEFA. Wobec tego na podstawie cechy przystawania
(bkb) tréjkaty CBA i EF A sa przystajace, zatem AC = EA. Po-
nadto
JEAC = 9FAB— (S FAE+<CAB)=<FAB—(SFAE+<4AFEF)=

=JIFAB — (180° — < EFA) = 240° — 180° = 60°.
Zatem trojkat EAC jest rownoboczny, skad EC' = FA.

Na podstawie cechy przystawania (bbb) tréjkaty DEC i EF A sa
przystajace, czyli
JFAB+ <CDE = (240° — <EFA) + <EFA = 240°. O

5. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Niech S bedzie zbiorem
p + 1 liczb catkowitych. Wykazac, ze istnieja parami rozne liczby
ai, as, ..., a,_1, nalezace do zbioru S, dla ktérych liczba

a; +2az+3a3+ ...+ (p—1ay,

jest podzielna przez p.
Autor zadania: Michatl Kieza

Rozwigzanie:

Zalozmy, ze mozna tak wybra¢ p liczb ze zbioru S, by ich suma
nie byla podzielna przez p. Oznaczmy te liczby przez by, bs, ..., 0bp.
Udowodnimy, ze liczby

C1 = b1 —f- 2b2+ e + (p — 1)bp_1 —f—pbP
co i =by+2b3+...+ (p—1)b, + pby

Cp = bp + 2by+... + (p - 1)bp—2 +pbp—1

daja parami rozne reszty z dzielenia przez p. Zatézmy, ze dla pewnych
i < j mamy ¢; = ¢; (mod p). Zauwazmy, ze dla dowolnego n mamy
p

by = Z(k —n+1)b; (mod p).

k=1

Cn:bn+2bn+1+..

Zatem
P

k=1

(1—7 Zbk (mod p).
p

Poniewaz Zbk nie jest podzielna przez p, to p | i — 7. Jed-
nak 0 >4 fijl > —j > —p, wiec otrzymujemy sprzecznos¢. Oznacza
to, ze istotnie liczby ci,...,c, daja parami rézne reszty z dzielenia
przez p. W szczegélnosci dla pewnego k, mamy p | ¢x. Przyjmujac
a; = by ((k+i-2) mod p) dla i =1,2,...,p— 1 otrzymujemy tez¢ zada-
nia.

Pozostaje rozwazy¢ sytuacje, w ktorej suma dowolnych p liczb ze
zbioru S jest podzielna przez p. W takim przypadku kazda z liczb

w zbiorze S daje te samg reszte z dzielenia przez p co suma liczb



w zbiorze S, oznaczmy te reszte przez r. Niech aq,aq,...,a,—1 beda

dowolnymi liczbami ze zbioru S. Mamy

a1 +2a3+3a3+...+(p—Da,.1=r(1+2+...+(p—1)) =

:T‘p—(p; D) =0 (mod p).

W ostatniej réwnosci skorzystaliSmy z zatozenia, ze p > 2, czyli 2
dzieli p — 1. Wynika stad teza. O

6. Zaltézmy, ze nieujemne liczby rzeczywiste ag,aq,as,... oraz

2

by, b1, bs, ... spelniaja nieréwnosci a; < a;_1a;41 oraz b? < bi—1bin

dla wszystkich ¢ > 1. Definiujemy liczby ¢y, ¢1, ¢, . .. Wzorem

—Z( )

(przy czym co = apbo). Wykazaé, ze dla wszystkich n > 1 prawdziwa
jest nier6wnos$é c2 < ¢, 1Cny1-

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie:

Ciag dy, dy, ds, . . . nieujemnych liczb rzeczywistych spetniajacy nie-
réwnosci dfl < dp_1dpyq dlan > 1 bedziemy nazywaé dobrym ciagiem.

Splotem ciggdw eq, €1, €a, ... 1 fo, f1, fo, ... nazwiemy ciag dy, dy, ds, . . .
dany wzorem
" /n
dn = . ) €iJn—i

(przy czym dy = egfy). Udowodnimy, ze splot dowolnych dwéch do-
brych ciagéw jest dobrym ciagiem. Wyniknie stad teza zadania, gdyz
ciag cg, c1,Ca, - -
ag, A1, Gg, ... 1 by, b1, ba, .. ..

dany w tresci zadania jest splotem dobrych ciggéow

W tym celu wystarczy udowodni¢ nastepujace stwierdzenie: dla do-
wolnego n > 1 oraz dowolnych dwoch dobrych ciggdéw eq, eq, es, . ..
i fo, f1, f2, ... ich splot dy, dy, ds, . . . spetnia nieréwnos¢ d? < d,,_1d, ;1.
Udowodnimy je przez indukcje ze wzgledu na n.

Przyjmijmy n = 1 i rozwazmy dowolne dwa dobre ciagi eg, €1, €a, . . .

i fo, f1, f2,...orazich splot dy, dy, ds, . . .. Nalezy dowies¢, ze d2 < dods.

Mamy dy = eo fo, di = eof1+e1fo oraz do = e fo+2e1 f1 + €2 fo, zatem
di = (eof1+e1fo)® = eﬁff + €§f§ + 2epe1 fo fi
< egfofz + eoezfg + 2epe1fof1 = eofo(eofz + 2e1f1 + €2f0) = doda,

czyli teza jest prawdziwa dla n = 1.

Przypusémy teraz, ze teza zachodzi dla pewnego n > 1. Pokazemy,
ze teza zachodzi takze dla n + 1. Rozwazmy dowolne dwa dobre ciggi
€9, €1, €32, ...1 fo, f1, fo,... oraz ich splot dy, dy, ds, . . .. Nalezy dowiesc,

ze d2, | < dndyyo. Zdefiniujmy ciagi

k k

k k

gk = ZO <Z.>€z’fk+1—z‘u hy = ; (Z.)ei—l-lfk—i; k>0,
przy czym zgodnie z przyjeta konwencja go = egfi 1 ho = eyfo.
Cl@g go, 91,92, - - -
fl, fg, f3, .... Podobnie Cl@g ho, hl, hg, R
gow e1, g, €3, ... oraz fo, f1, f2,.. ..
prawdziwe sa zatem nieréwnosci g2 < gn_1gni1 Oraz h? <

Dlak>111<1

jest splotem dobrych ciagéw eg,eq,es,... oraz
jest splotem dobrych cia-
Na mocy zaltozenia indukcyjnego
Pp—1hpis.
< k — 1 mamy (k) = (kfl) + (’?_1) zatem

7 1—1

dk:i(];)eifk—izg( . >€sz ﬁ-Z( )esz i =

=0 =0
-1
k—1
= Ggp—1+ ZO ( ; )ei—l-lfk—l—z‘ = Gr—1 + hp—1.

Stad otrzymujemy
dy oy = (gn + ha)? = g5 + s + 29, P <
< Gn-19nt1 + hp—1hpi1 + 2\/gn—lgn+1hn—1hn+1 <
S In-19n+1 + ho1hp1 + gn1hngr + gnirhn1 =
= (gn-1 + hn1)(Gns1 + hpt1) = dndnya,

gdzie druga nieréwnos$é¢ to nier6wnos¢ miedzy Srednig arytmetyczng

i geometryczng, a pierwsza nieréwnosé to uzyte czterokrotnie zatoze-
nie indukcyjne. O

(db,mg)



