LXXII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
I seria: do 30 wrzesnia 2020 r.

1. Niech a,b bedg liczbami rzeczywistymi. Zatézmy, ze dla wszystkich liczb rze-
czywistych z,y zachodzi nieréwnosé |(az + by)(ay + bx)| < z* + y*. Udowodnié,
ze a® 4+ b? < 2.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB > AC. Niech ¢ bedzie prosta styczng
w punkcie A do okregu opisanego na trojkacie ABC. Punkt X lezy na odcinku
AB, punkt Y lezy na prostej £, przy czym AX = AY = AC oraz punkty X iY leza
po przeciwnych stronach prostej zawierajacej dwusieczng kata BAC. Udowodnié,
ze $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC lezy na prostej XY.

3. Zalézmy, ze dodatnia liczba catkowita n nie ma zadnego dzielnika d spelnia-
jacego nieréwnosé¢ \/n < d < vn2. Udowodnié, ze liczba n ma dzielnik p > v/n2,
ktory jest liczbg pierwsza.

4. Wéréd punktéw plaszezyzny o obydwu wspétrzednych w zbiorze {1,...,106}
niektére punkty zaznaczono, przy czym dla kazdych dwéch zaznaczonych punktéw
(z,y) oraz («',y') spelniony jest co najmniej jeden z warunkéw:

(1) > 2" —10 oraz y > y' — 10;
(2) 2/ >x —10 oraz ' > y — 10.

Wyznaczyé¢ najwieksza mozliwa liczbe zaznaczonych punktéow.

Rozwigzania powyzszych zadati (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wy-
stac listem poleconym mna adres komitetu okregowego Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla
szkoly, najpdiniej dnia

30 wrzes$nia 2020 r.
(decyduge data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie pézZniejszym nie bedg roz-
patrywane. Rozwigzanie kaZdego zadania naleZy podpisaé w lewym gérnym rogu pierwszej jego
strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektronicznym oraz klasg, na-
zwq 1 adresem szkoly.
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5. Dany jest tréjkat rownoramienny ABC, w ktorym AB = AC. Punkt [ jest
srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta BI przecina bok AC w punk-
cie D. Punkt D jest érodkiem odcinka I.X. Punkt O jest srodkiem okregu opisa-
nego na tréjkacie BC'X. Udowodnié, ze proste OD i AC sg prostopadte.

6. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste a,b,c,d, przy czym a,c > 11 b,d < 1.
Udowodnié, ze

a b c d
>1
ab+c—|—1+bc+d—|—1+cd—|—a+1+da—|—b—|—1

7. W kazde pole planszy 2020 x 2020 wpisano liczbe rzeczywista. Spelniony

jest przy tym nastepujacy warunek: dla dowolnych czterech pél o wspdélnym
wierzchotku, jesli przez a,b,c,d oznaczymy liczby wpisane w te pola jak na
rysunku, to zachodzi uktad réwnan

a+b+2c+3d=0 al|b
2a+ b+ 3c+4d = 0. cld
Rysunek

Udowodnié, ze istnieje 500 réznych pél, w ktoére wpisano te sama liczbe.

8. Dane sa takie wielomiany f1, fo, f3, f4 0 wspélczynnikach rzeczywistych, ze
suma dowolnych dwdch z nich nie ma pierwiastka rzeczywistego. Udowodnié, ze
jesli wielomian fi + fo + f3 + f4 ma pierwiastek rzeczywisty, to co najmniej jeden
z wielomianow f1, fo, f3, f4 nie ma pierwiastka rzeczywistego.

Rozwigzania powyziszych zadati (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wy-
stacé listem poleconym mna adres komitetu okregowego Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla
szkoly, najpozniej dnia

2 listopada 2020 r.
(decyduge data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie pézniejszym nie bedq roz-
patrywane. Rozwigzanie kazdego zadania maleZy podpisaé w lewym gornym rogu pierwszej jego
strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektronicznym oraz klasq, na-
zwq 1 adresem szkoly.
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9. Niech n > 2 bedzie liczbg catkowita. Dane sg liczby rzeczywiste a;;, gdzie
1 <i < j < n, przy czym dla dowolnych 1, ...z, € {—1,1} zachodzi warunek

Z A T;T; € {—1,1}.

1<i<g<n

Wyznaczy¢, w zaleznoéci od n, najwiekszag mozliwg liczbe takich par 4, j, ze a;; # 0
oraz i < j.

10. Sfera wpisana w czworo$cian ABC D jest styczna do $cian BCD,CDA, DAB
i ABC odpowiednio w punktach A’, B/, C’, D’. Udowodnié, ze jedli proste AA’
i BB’ przecinajg sie, to proste CC’ i DD’ takze si¢ przecinaja.

11. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Dodatnia liczbe catkowita n nazwiemy {adng
wtedy i tylko wtedy, gdy suma reszt z dzielenia liczb n,n? n3,...,nP~! przez p
jest réwna %p(p — 1). Udowodnié, ze w zbiorze {1,...,p — 1} liczb ladnych jest
nieparzyécie wiele.

Uwaga. Resztq z dzielenia liczby calkowitej a przez dodatnig liczbe calkowitg b
nazywamy takg liczbe r € {0,1,2,...,b—1}, Ze liczba a — r jest podzielna przez b.

12. Niech A,,, oznacza zbiér wektoréw (k,l), gdzie 0 < k < m — 1 oraz
0 <1 < n—1sgliczbami catkowitymi. Funkcje f: A, , — Ay nazywamy dobrg
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa obydwa warunki:

(1) f jest funkcja réznowartosciowa;

(2) jesli v,w € Ay oraz v + f(v) — w — f(w) = (am,bn) dla pewnych liczb
catkowitych a i b, to v = w.

Wyznaczy¢ wszystkie pary m,n dodatnich liczb catkowitych, dla ktérych istnieje
dobra funkcja f: Ay — Amn.

Rozwigzania powyzszych zadati (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wy-
stac listem poleconym mna adres komitetu okregowego Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla
szkoly, najpdiniej dnia

2 grudnia 2020 r.
(decyduge data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péZniejszym nie bedg roz-
patrywane. Rozwigzanie kazdego zadania naleZy podpisaé w lewym gérnym rogu pierwszej jego
strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektronicznym oraz klasqg, na-
zwq 1 adresem szkoly.

Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

e Dla wojew6dztwa pomorskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego,
ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

e Dla wojewddztwa Slaskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego,
ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

e Dla wojewddztwa matopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego,
ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakow.

e Dla wojewddztwa lubelskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Zaktad Rachunku Prawdopodobienistwa pok. 810,
Instytut Matematyki Uniwersytetu Marii Curie-Sktodowskiej,
pl. Marii Curie-Sktodowskiej 1, 20-031 Lublin.

e Dla wojewddztwa tddzkiego i $wietokrzyskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego,
ul. Banacha 22, 90-238 L4dz.

e Dla wojewddztwa wielkopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza,
ul. Uniwersytetu Poznanskiego 4, 61-614 Poznan.

e Dla wojewddztwa podkarpackiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyczno—Przyrodniczy, Uniwersytetu Rzeszowskiego,
ul. Pigonia 1, 35-310 Rzeszow.

e Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego: Komitet Okregowy
Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczecinskiego,
ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

e Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
— Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikolaja Kopernika,
ul. Chopina 12/18, 87-100 Toruxn.

e Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego: Komitet Okregowy
Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk,
ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

e Dla wojewddztwa dolnoslaskiego i opolskiego: Komitet Okregowy
Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego,
pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w In-
ternecie pod adresem: www.om.edu.pl



