LXXII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego
1 wrzesnia — 2 grudnia 2020 r.

1. Niech a, b beda liczbami rzeczywistymi. Zatézmy, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x,y praw-
dziwa jest nieréwnosé |(ax + by)(ay + bz)| < 22 + y*. Udowodnié, ze a® + b < 2.
Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwiazanie:
Oznaczmy przez (x) nieréwnosé

(az + by)(ay + bz)| < 2* + y°

zachodzaca dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y. Podstawiajac = 1 oraz y = 1 w (%) otrzymujemy

(a+b)?=|(a+b)(at+b)|<12+1*=2. (1)
Natomiast podstawiajac x = 1 oraz y = —1 w (%) dostajemy
(a—0)=|(a—b)(—a+b)| <1*+(-1)*=2. (2)

Dodajac stronami nieréwnoéci (1) i (2) mamy
2@ +0%) = (a+b)*+(a—b)’<2+2=4.

]

2. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB > AC. Niech ¢ bedzie prosta styczng w punkcie A do
okregu opisanego na trojkacie ABC'. Punkt X lezy na odcinku AB, punkt Y lezy na prostej ¢, przy czym
AX = AY = AC oraz punkty X i Y leza po przeciwnych stronach prostej zawierajacej dwusieczng kata
BAC. Udowodni¢, ze srodek okregu wpisanego w trojkat ABC' lezy na prostej XY

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:

Niech I bedzie $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC' a P punktem wspolnym prostych XY i Al.
Kat miedzy styczng a cieciwg rowny jest katowi wpisanemu opartemu na tej cieciwie, wiec 180° — 4 X AY =
L BCA. Wobec tego

1 1
IPXA=9YXA= 5(180o — JXAY) = 5<}BCA = JICA,
gdzie w drugiej réwnosci skorzystaliSmy z tego, ze trojkat X AY jest rOwnoramienny.

Trojkaty PXA i ICA maja wigc takie same katy, czyli sa podobne. Poniewaz AX = AC, wigc sa
przystajace. Wobec tego AP = Al czyli P = 1. m



3. Zat6zmy, ze dodatnia liczba catkowita n nie ma zadnego dzielnika d spelniajacego nieréwnosé /n <
d < V/n?. Udowodni¢, ze liczba n ma dzielnik p > v/n2, ktéry jest liczba pierwsza.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:

Jesli k jest dzielnikiem liczby n, to % jest réwniez dzielnikiem liczby n. Zatem z zalozen zadania wynika,
ze m nie ma dzielnika w przedziale [/n, v/n2).

Niech d bedzie najwigkszym dzielnikiem liczby n spelniajacym d < +/n. Niech p bedzie dowolnym
dzielnikiem pierwszym liczby g Wtedy dp jest dzielnikiem n. Z maksymalnosci d mamy dp > v/n?. Zatem

dp W:%

= - > —
P="0 " "
Poniewaz p jest dzielnikiem n, to p > v/n?2, skad p jest szukanym dzielnikiem pierwszym n. O]

4. Wéréd punktéw plaszezyzny o obydwu wspétrzednych w zbiorze {1, ..., 106} niektére punkty zazna-
czono, przy czym dla kazdych dwoch zaznaczonych punktow (z,y) oraz (z',y’) speliony jest co najmniej
jeden z warunkow:

e v >1' — 10 oraz y >y — 10;
e r/ > — 10 oraz y >y — 10.

Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe zaznaczonych punktow.
Autor zadania: Michal Pilipczuk

Rozwiazanie:
Niech X bedzie zbiorem spetniajacym warunki zadania. Rozwazmy zbiory

L, =1{1,2,...,106}* N {(z,y) : x +y =k}, gdzie k=2,3,...,212.

Wezmy dwa dowolne punkty (x,y), (/,y") € X N Lg. Wowczas x — 2’ = 3/ —y, a zatem z warunkéw zadania
|x — 2’| < 10. Stad natychmiast otrzymujemy, ze | X N L] < 10 dla k =2,3,...,212.



Oczywiscie |Ly| = k — 1 dla k < 107 oraz |Ly| = 213 — k dla k > 107. Wobec tego

212 107 212
1X|=>|XNL <) min(10,k—1)+ > min(10,213 — k)
k=2 k=2 k=108
10 212 9
=10-97+> (k—1)+10-96+ > (213 —k) =1930+ 2 k = 1930 + 90 = 2020.
k=2 k=204 k=1

To oszacowanie jest optymalne, co pokazuje przyktad zbioru

{1,...,10} x {1,...,106} U {11,...,106} x {97,...,106}.
O

5. Dany jest trojkat réwnoramienny ABC, w ktérym AB = AC. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisa-
nego w trojkat ABC'. Prosta BI przecina bok AC' w punkcie D. Punkt D jest érodkiem odcinka I.X. Punkt
O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie BC'X. Udowodnié, ze proste OD i AC sg prostopadte.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez w okrag opisany na trojkacie BC'X. Punkt D lezy wewnatrz w a punkt C' na okregu w.

Niech P bedzie drugim punktem wspélnym okregu i prostej CD. Wtedy CBX = <CPX, gdyz sa to
katy wsparte na tym samym tuku. Wobec tego, korzystajac z rownoramiennosci trojkata ABC' oraz faktu,
ze I jest punktem wspdélnym dwusiecznych katéw S ABC i $BCA, otrzymujemy

SXPD =<4IBC = 4ICB = 4ICD.

Poniewaz $1DC = $XDP, to trojkaty CDI i PDX sg przystajace, gdyz ID = DX (cecha (bkk)).
Zatem C'D = DP, wiec D jest érodkiem odcinka C'P.



Ostatecznie, odcinek OD taczacy srodek okregu ze srodkiem cieciwy, jest prostopadty do cieciwy, skad
uzyskujemy teze OD 1 AC. O

6. Dane sg dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, przy czym a,c > 11 b,d < 1. Udowodni¢, ze

a b c d
=1
bicrl betdrl edratl datbil

Autor zadania: Michal Kieza
Rozwigzanie:
Z warunkow zadania a > 1 oraz b < 1, wiec (a — 1)(b—1) <0, czyli ab+ 1 < a+ b. Stad

a o a > a > a
ab+c+1 (ab+1)+c a+b+c at+btct+d

Analogicznie dostajemy nieréwnosci

b b c c d d
M+d+1>a+b+c+d’cﬂ+a+1>a+b+c+d’(m+b+1>a+b+c+d

Dodajac je stronami mamy

a b c d
>
ab+c+1+bc+d+1+cd+a+1+da+b+1

d a—i—b—l—c—i—d_

a C
> — —
atbtctd atbtetd atbtcetrd atbtctrd atbrcrd

7. W kazde pole planszy 2020 x 2020 wpisano liczbe rzeczywista. Speliony jest przy tym nastepujacy
warunek: dla dowolnych czterech pél o wspolnym wierzchotku, jesli przez a, b, ¢, d oznaczymy liczby wpi-
sane w te pola jak na rysunku, to zachodzi uktad réwnan

al|b
{ a+b+2c+3d=0 cld
2a 4+ b+ 3c+4d = 0. Rystnek
Udowodni¢, ze istnieje 500 réznych pél, w ktore wpisano te sama liczbe.
Autor zadania: Mariusz Skatba
Rozwigzanie:
Rozwiazujac uktad rownan traktujac b, d jako niewiadome uzyskujemy réwnosci b = 2a+c¢,d = —a —c.

Pola planszy bedziemy oznaczaé¢ parami liczb (k, 1), gdzie 1 < k,1 < 2020, przy czym pole (1,1) odpowiada
lewemu gérnemu rogowi planszy. Niech k£ < 2016 oraz [ < 2018. Jesli w pola (k,1) i (k,l + 1) wpisano
odpowiednio liczby a i ¢ (zgodnie z rysunkiem), to w pola (k+1,1) oraz (k+1,l+ 1) wpisano odpowiednio
liczby 2a + ¢ oraz —a — c¢. Powtarzajac to rozumowanie otrzymujemy, ze w pola (k+2,1) oraz (k+2,1+1)
wpisano odpowiednio liczby 3a + ¢ oraz —a. Zatem pokazalisSmy, ze jesli w pole (k,[) wpisana jest liczba
a, to w pole (k + 2,1+ 1) wpisana jest liczba —a.

Stosujac powyzsza obserwacje dwukrotnie otrzymujemy, ze w pole (k + 4,1 + 2) wpisana jest liczba a.
Zatem w pola (1 + 47,1+ 2j) dla 0 < 7 < 504 wpisane sa te same liczby. Wskazalismy zatem 505 p6l, w
ktore wpisano te sama liczbe.

8. Dane sg takie wielomiany f1, fo, f3, f4 0 wspotczynnikach rzeczywistych, ze suma dowolnych dwoch
z nich nie ma pierwiastka rzeczywistego. Udowodnié, ze jesli wielomian f; + fo + f3 + f; ma pierwiastek
rzeczywisty, to co najmniej jeden z wielomiandéw fi, fo, f3, f4 nie ma pierwiastka rzeczywistego.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:



Zauwazamy, ze wielomian, ktéry nie ma pierwiastka rzeczywistego, ma staly znak (czyli jest Scisle
dodatni lub $cisle ujemny). Rozwazmy graf pelny o wierzchotkach 1,2, 3, 4, ktérego krawedzie kolorujemy
na czerwono lub niebiesko zgodnie z nastepujaca zasada: jesli wielomian f; + f; dla ¢ # j jest dodatni, to
krawedz (i, 7) kolorujemy na czerwono, a jesli ujemny — na niebiesko.

Jedli i, 7, k, | sa parami rézne, to krawedzie (i,7) oraz (k,l) sa pokolorowane réznymi kolorami, gdyz
w przeciwnym razie funkcja f; + fo + f3 + fi mialaby staly znak, a zatem nie miataby pierwiastka.
Latwo zauwazy¢, ze graf ten musi mie¢ nastepujaca strukture: istnieje wierzchotek (bez straty ogélnosci
wierzchotek 1), z ktérego wychodza trzy krawedzie jednego koloru, a pozostate krawedzie, tworzace tréjkat,
sa przeciwnego koloru. Stad znaki funkcji f1+ fa, f1 + f3, f1 + f4 sa takie same i przeciwne do znaku funkcji
fo+ f3, f3+ f1, f1 + fo. Wobec tego znaki funkcji

(it fo)+(fi+fs)+(fi+fo)=3f+fotfa+fu
oraz
(fot fo) + (fs + fo) + (fa+ f2) = 2(fo + f3 + f4)

sa przeciwne, czyli znaki funkcji 3f; + fo + f3 + fi oraz —(fo + f3 + f1) sa takie same. Sumujac te dwie
funkcje otrzymujemy, ze wielomian 3 f; ma staty znak, a zatem nie ma pierwiastka rzeczywistego.

9. Niech n > 2 bedzie liczbg catkowita. Dane sg liczby rzeczywiste a;;, gdzie 1 < i < j < n, przy czym
dla dowolnych z, ..., z, € {—1,1} zachodzi warunek
Z Qi T S {—1, 1}
1<i<j<n

Wyznaczy¢, w zaleznoéci od n, najwicksza mozliwa liczbe takich par ¢, j, ze a;; # 0 oraz @ < j.
Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze mozliwa liczba niezerowych liczb a;; to 1 dlan = 2,3 oraz 114 dlan > 4. Dla z =
(w1,...,2y,) niech f(z) = Yigicjcn @ijziz;. Oznaczmy op(v) = (21,...,Tp—1, =Tk, Tht1, - . -, Tn). Wtedy

dla £ < | mamy
{-4,-2,0,2,4} 5 f(z) — flon(@)) = f(ou(2)) + flow(ow(2))).

Z drugiej strony, oznaczajac €op. = —1 dla a € {b, ¢} oraz g,p. = 1 dla a ¢ {b,c}, dla k < [ mamy

f(:c) - f(Uk(x)) - f( ( )) + f(Ul Uk Zau Tilj — EkijTikj — €13 T;Tj + Ek,ijﬁz,z‘jifﬂj)
1<j
= Z al-jxl-xj(l — gk,ij)(l - 5l,ij) = 4ak1xkxl.
i<j

Stad aw € {—1,-1,0,1,1}.
Zauwazmy, ze

1=2"" Z f(x)Q =27" Z <Z aijxixj)

z1,zne{—1,1} @120 €{—1,1} \i<j
=2 Z Z Qij @y Ty X5 = 27" Z @5 Z R Z a?j’
@1,y €{—1,1} i<j,i’ <j' i<j,i’<j’ x1,...,2n€{—1,1} i<y

gdyz wyrazenie >, . cq_11y Tivex;ry dla i < j oraz i’ < j' jest niezerowe tylko dla i = i’ oraz j = j'.
Jesli dla pewnych ¢, j mamy |a;;| = 1, to pozostate liczby ay; musza by¢ zerowe. Przyktadem takiej funkcji
jest f(z) = zyz9. W przeciwnym przypadku mamy cztery niezerowe wspolezynniki +1. Przykladem takie]
funkcji jest f(z) = (a:lxg + 2923+ x3ws — x421). Aby sprawdzié, ze funkcja ta przyjmuje wartosci w zbiorze
{—1,1} zauwazamy, ze jesli x3 = x1, to f(z) = z129, a jesli z3 = —xq, to f(x) = —z124.

10. Sfera wpisana w czworoscian ABC'D jest styczna do scian BC'D, CDA, DAB i ABC odpowiednio
w punktach A’, B’, C’, D'. Udowodni¢, ze jesli proste AA" 1 BB’ przecinajg sie, to proste CC’ i DD’ takze
sie przecinajq.



Autor zadania: Michal Kieza

Rozwiazanie:

Zalézmy, ze proste AA’ i BB’ maja punkt wspélny. Proste AA’ i BB’ wyznaczaja wiec pewng plasz-
czyzne, ktorej przeciecie z krawedzig C'D oznaczymy przez X.

W rozwigzaniu wielokrotnie skorzystamy z nastepujacego stwierdzenia: dtugosci dowolnych dwoch od-
cinkow stycznych poprowadzonych z punktu do sfery sg rowne.

Ze stwierdzenia wynika, ze XA = X B’ oraz CA" = CB’. Oprécz tego trojkaty XCA' oraz XCB'
maja wspolny bok XC, sa wiec przystajace na mocy cechy przystawania (bbb). W pelni analogicznie
dowodzimy, ze trojkat AB'C przystaje do tréjkata AD'C oraz tréjkat BC' A’ przystaje do trojkata BC'D'.
7 przystawan tych oraz z faktu, ze suma katow przylegtych réwna jest katowi potpelnemu, otrzymujemy

JAD'C = $AB'C =180° — 4CB'X = 180° — $CA'X = $BA'C = $BD'C.

Roéwnosé ta oznacza, ze prosta D'C' jest dwusieczng kata ptaskiego AD'B.

Prowadzac analogiczne rozumowanie wykazujemy, ze prosta C’ D jest dwusieczng kata ptaskiego AC'B.
Ponadto trojkat AD'B przystaje do trojkata AC'B. Zatem dwusieczne tych dwoch tréjkatéw poprowa-
dzone z wierzchotkéw C’ i D’ przecinajg krawedz AB w tym samym punkcie, ktéry oznaczymy przez Y.



Punkty C,C", D, D", Y leza wiec na jednej ptaszczyznie. W takim razie proste CC’ i DD’ maja punkt
wspoélny lub sa rownolegte. Druga ewentualnosé nie moze mie¢ jednak miejsca, gdyz

JC'CD + SCDD' < XYCD + <CDY = 180° — <CY D < 180°.

Wykazalismy wiec, ze proste CC’ i DD’ przecinajg sie.

11. Dana jest liczba pierwsza p > 3. Dodatnia liczbe catkowita n nazwiemy tadng wtedy i tylko wtedy,
gdy suma reszt z dzielenia liczb n,n? n®, ... nP~! przez p jest réwna $p(p — 1). Udowodni¢, ze w zbiorze
{1,...,p — 1} liczb tadnych jest nieparzyscie wiele.

Autor zadania: Daniel Goc

Rozwigzanie:

Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat. Jesli p jest liczba pierwsza, to dla kazdego n € {1,...,p — 1} istnieje dokladnie jedna liczba
m € {1,...,p— 1} taka, ze nm = 1(mod p). Liczbe te oznaczamy jako %

Dowdd. Dla k = 1,...,p — 1 liczby kn(mod p) € {1,...,p — 1} sa parami rézne. Faktycznie, jesli dla
pewnych k.l € {1,...,p — 1} mamy kn = In(mod p), to p|(k — )n, czyli p|(k — 1), a zatem k = [. Wérdd
rozwazanych liczb istnieje zatem doktadnie jedna spetniajaca kn = 1(mod p). O]

Liczba 1 nie jest tadna, gdyz rozwazana suma reszt jest rowna p — 1. Liczba p — 1 jest tadna, gdyz w
tym wypadku resztami sg liczby p—1,1,p—1,...,p—1,1, wiec ich suma jest %p(p —1). Wystarczy zatem
pokazaé, ze w zbiorze {2,...,p — 2} jest parzyscie wiele tadnych liczb.

Po pierwsze zauwazmy, ze dlan € {2,...,p—2} ciag reszt n,n?,..., n?~}(mod p) jest permutacja ciggu
reszt +, (%)%, ..., (£)P7 (mod p), gdyz zgodnie z matym twierdzeniem Fermata:

n n

nP!(mod p) =1 = <i>p_1(mod p)

n(mod p) = n-nP72. (i)pi’(mod p) = nPl. (i)pz(mod p) = (i)pz(mod P)
n*(mod p) = n?-nP73. (%)p (mod p) = nPt. (%)p (mod p) = (%)p (mod p)
np_2<ﬁ10d p) = nP=2.n - %(mod P) = npP~L. %.(mod p) = %(m(;d D).

Oznacza to, ze sumy tych ciagéw sa sobie rowne, czyli n € {2,...,p — 2} jest tadna wtedy i tylko wtedy,
gdy (mod p) jest adna.



Z kolei n = %(mod p) wtedy i tylko wtedy, gdy 1 = n*(mod p), co jest réwnowazne z warunkiem
pln? — 1, czyli pjn — 1 (wtedy n = 1) lub p|n + 1 (wtedy n = p — 1). Wynika stad, ze n # %(mod p) dla
ne{2,...,p—2}.

Z tego otrzymujemy, ze liczby tadne ze zbioru {2,...,p — 2} mozna potaczy¢é w pary (n, %(mod D)),
czyli jest ich parzyscie wiele. Uwzgledniajac 11 p — 1 otrzymujemy teze zadania.

12. Niech A, ,, oznacza zbior wektoréow (k,[), gdzie 0 < k < n —1oraz 0 < < m — 1 sg liczbami
catkowitymi. Funkcje f : A, — A, nazywamy dobrg wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sg obydwa z
warunkow:

(1) f jest funkcja réznowartosciowa;
(2) jesliv,w € Ay, oraz v+ f(v) —w — f(w) = (an,bm) dla pewnych liczb catkowitych a i b, to v = w.

Wyznaczy¢ wszystkie pary n, m dodatnich liczb catkowitych, dla ktérych istnieje dobra funkcja f : A, ,,, —
Anm-

Autor zadania: Wojciech Nadara

Rozwiazanie:

Pare (n,m) nazwiemy dobrg, jesli istnieje dobra funkcja f: A, — A,.,. Pokazemy, ze para (n,m)
jest dobra wtedy i tylko wtedy, gdy 2 | n —m
Przypadek 1. 2tn —m

Zatézmy, ze 2 | n oraz 21 m (przypadek 2 { n oraz 2 | m jest analogiczny). Zalézmy, Ze istnieje dobra
funkcja f. Sumujac pierwsze wspétrzedne wszystkich wektoréw ze zbioru A,, ,, otrzymujemy

mnn—1) n
2 2

m0+1+---+(n—-1)) = (mod n).

Z warunku (2) te sama sume (mod n) otrzymujemy sumujac pierwsze wspotrzedne wektoréw f(v) 4+ v dla
v € Apm. Z drugiej strony z punktu (1) suma ta przystaje do 2- § =0 mod n, co daje sprzecznosc.

Przypadek 2. 2 { n,m.
Definiujemy f wzorem f(z,y) = (x,y). Wtedy

f(@,y) + (z,y) = (22 mod(n), 2y mod(m))
jest bijekcja, gdyz n i m sa nieparzyste.

Przypadek 3. n = 2,2 | m.
Niech m = 2I. Definiujemy f: As 9 — As o za pomoca wzoréw

fQ0,7) = (0,7)
f(1,r)y=(0,r+1)
fO,r4+1)= (1,7 +1 mod(2l))
f(L,r+1)=(1,r+141 mod(2l))

dla 0 < r < I. Wéwezas funkcja f jest oczywiscie réznowartosciowa oraz funkcja s(v) = v + f(v) zadana
jest wzorem

s(0,7r) =
s(Lr)
s(0,7 +1)
s(Lr+1) =

0,2r)

1,2r + 1 mod(2l))
1,2r +1+1 mod(2l))
0,2r +1)

o~ o~ o~

dla 0 < r < [. Bez trudu sprawdzamy, ze funkcja s jest bijekcja.

W dalszej czedci rozwiazania bedzie nam potrzebny nastepujacy lemat.

Lemat. Jesli pary (a,b) oraz (c,d) sa dobre, to rowniez para (ac, bd) jest dobra.



Dowdéd. Niech f, g beda dobrymi funkcjami dla par (a,b), (c,d). Niech fi, fo beda odpowiednio pierwsza i
druga wspohrzedna f, zas g1, go pierwsza i druga wspolrzedna g, czyli f = (f1, f2) oraz g = (g1, ¢2). Kazdy
element A,.pq moze by¢ jednoznacznie zapisany jako (z1a+ xa, y1b+y2), gdzie 0 < 21 < ¢,0 < 23 < a,0 <
y1 < d,0 < yg < b. Definiujemy F : Agepg — Agepa Wzorem

F(fﬁa + 22,10 + y2) = (gl<x17y1> ca+ fl(I2,y2)792(9517y1) b+ f2(I2ay2))‘

Pokazemy, ze funkcja F' jest roznowartosciowa. Zatézmy, ze F(xi1a + z2, 10 + y2) = F(2ha + 24, yib + yb).
Wtedy

91($1,y1) ca+ f1($2,y2) = 91(-73/1’911) ca+ fl(xg,y;), 92(1‘1,91) b+ f2($2,y2) = 92($,17y§) b+ f2($§ay§)-

Z jednoznacznodci ilorazu i reszty z dzielenia przez a i b mamy g1 (x1,y1) = g1(21, v1), f1(xe, y2) = f1(zh, v5),

92(@1,01) = 9221, 1), fa@2,92) = faah,5). Stad g(ay,y1) = g(ah,41) oraz f(z2,y2) = [f(ah,15) cayli
(21,91) = (2},94) oraz (v2,92) = (wh,44), gdyz f i g sa rommowartosciowe.
Pozostato wykazac, ze z rownosci

(210 + 22,910 4 y2) + F(210 + 22,910 + y2) = (2@ + x5, ¥4 b + y5) + F(x)a + x5, 14 b + y5)
Wynikaja réwnosci (x1,y1) = (2], y}) oraz (z2,y2) = (x4, y5). Mamy

(10 + x2) + g1(w1,91) - a + fi(w2,42) = (Fha + z5) + gi(2, y1) - a + fi(wy, y5)

oraz
(y1b + y2) + ga(x1,41) - b+ fa(@2,y2) = (y1b + v5) + g2, 41) - 0+ fa(2h, y).

Roéwnosci te mozna przepisa¢ w postaci

(72 + fi(®2,y2)) + a1 + g1(z1,91)) = (25 + fi(xh,95)) + a(z] + g1(2), 11))
oraz
(y2 + fa(w2,92)) + b(y1 + ga(z1,51)) = (Y5 + fal2h, ¥5)) + b(yy + ga2(2,91))-

Z jednoznacznosci ilorazu i reszty z dzielenia przez a i b mamy

(22 + f1(w2,42)) = (25 + f1(25,95))  (mod a)

oraz
(2 + fa(w2,92)) = (yo + fa(2h,95))  (mod b).

Stad (2, yo)+ f (22, y2) = (2, yb)+ f (24, y5)+ (ka, 1b) dla pewnych liczb catkowitych k, [, a zatem (xq,y2) =
(x5, 45), gdyz f jest dobra. Wykorzystujac te wiedze i powracajac do powyzszych réwnosci otrzymujemy

z1 4+ gi(x1, 1) = 21 + g1(2, y1), y1 + g2(z1, 1) = Y1 + g2(2, 1),

co daje (z1,y1) + g(x1,y1) = (27, vy)) + gz}, v}) + (ka,1b) dla pewnych liczb catkowitych k,l, a zatem
(z1.01) = (#,1). gy g st dobra, .

Przypadek 3. 2 | n, m.

Niech n = 2%a, m = 2¥b, gdzie 1 < x < y,21a,2 1 b. Stosujac powyzszy lemat wielokrotnie widzimy, ze
jesli pary (a1,b1),. .., (ax,by) sa dobre, to réwniez para (a;...ay, by ...bx) jest dobra. Stosujac te uwage
do par (2,2),(2,2),...,(2,2),(2,2¢7*t1) (a,b), ktére sa dobre (Przypadki 2 i 3), otrzymujemy, ze (n,m)

z—1
jest réwniez dobra.

(db,tc,pn)



