LXXII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego
12 lutego 2021 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Jacek ma n kart ponumerowanych kolejno liczbami 1,. .., n, ktore uktada na stole w rze-

dzie, w dowolnej wybranej przez siebie kolejnosci. Jacek bedzie zdejmowac karty ze stotu
w kolejnosci zgodnej z numeracjg kart: wpierw zdejmie karte o numerze 1, potem karte
o numerze 2, i tak dalej. Zanim Jacek zacznie zdejmowacé karty, Placek pokoloruje kazda
z kart na czerwono, niebiesko lub z6tto. Udowodni¢, ze Placek moze pokolorowac karty
w taki sposéb, ze podczas ich zdejmowania przez Jacka w kazdym momencie spetniony
bedzie nastepujacy warunek: pomiedzy dowolnymi dwiema kartami tego samego koloru
znajduje sie co najmniej jedna karta innej barwy.

. Punkt P lezy na boku C'D réwnolegtoboku ABC D, przy czym <DBA = <CBP. Punkt
O jest $rodkiem okregu przechodzacego przez punkty D i P oraz stycznego do prostej
AD w punkcie D. Wykazaé, ze AO = OC.

. Dodatnie liczby catkowite a, b, z speliaja zaleznosé ab = 2% 4 1. Udowodnié, ze istnieja
takie dodatnie liczby catkowite z, vy, ze
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Informacje dla uczestnika zawodow

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na bialym papierze (moze byé w kratke), wylacznie czarnym ko-
lorem. Na jednym arkuszu nie nalezy pisa¢ rozwiazan réznych zadan. Dotyczy to rowniez
tych brudnopiséw, ktore uczen zamierza dotaczyé¢ do rozwigzania.

3. W przypadku koniecznoéci odejécia od miejsca pracy trzeba powiadomié opiekuna i uzy-
skaé jego zgode.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. Nalezy doktadnie przestrzegaé zasad zawartych w pliku , Instrukcja dla uczestnikéw 2 etapu
OM.pdf” umieszczonego na stronie olimpiady.
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Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego
13 lutego 2021 r. (drugi dzien zawodow)

4. Dane sg takie liczby rzeczywiste x,y, ze x # 0, y # 0, xzy + 1 # 0 oraz z + y # 0.

Przypusémy, ze liczby = + % +y+ i oraz x> + % + %+ ?% sa wymierne. Udowodni¢, ze

wowcezas liczba 22 + :%2 + % + y% jest rOwniez wymierna.

. Wyznaczy¢ najwiekszg dodatnig liczbe catkowita n o nastepujacej wlasnosci: na ptasz-
czyznie istniejg takie prostokaty Ai,..., A, oraz By,...,B,, kazdy o bokach réwnole-
gtych do osi uktadu wspotrzednych, ze prostokaty A; oraz B; sa roztaczne dla wszyst-
kich ¢ € {1,...,n}, ale prostokaty A; oraz B, maja punkt wspélny dla wszystkich
i,j€{1l,....,n}, i # 7.

Uwaga: Przez punkty nalezgce do prostokgta rozumiemy wszystkie punkty lezgce badZ
w jego wnetrzu, badz na ktorymkolwiek z jego bokow, réwniez jego wierzchotki.

. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Rozwazmy funkcje zadang wzorem
f(x1,...,2p) =21+ 202+ ... + pyp.

Niech A, oznacza zbiér wszystkich tych permutacji (ay,...,a,) zbioru {1,...,p}, dla
ktérych liczba  f(ai,...,a,) — k jest podzielna przez p oraz a; # i dla wszystkich
i€ {l,...,p}. Wykazaé, ze zbiory A; i Ay maja tyle samo elementow.

Informacje dla uczestnika zawodow

. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

. Nalezy pisa¢ wylacznie na bialym papierze (moze byé w kratke), wylacznie czarnym kolorem.
Na jednym arkuszu nie nalezy pisa¢ rozwiazan réznych zadan. Dotyczy to rowniez tych brud-
nopiséow, ktore uczen zamierza dotaczyé¢ do rozwiazania.

. W przypadku koniecznosci odejscia od miejsca pracy trzeba powiadomié¢ opiekuna i uzyskaé
jego zgode.

. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodow lub w trakcie jej oceny,
Komitet uniewazni prace.

. Nalezy dokladnie przestrzegaé zasad zawartych w pliku ,Instrukcja dla uczestnikéw 2 etapu
OM.pdf” umieszczonego na stronie olimpiady.



