LXXII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego
12 lutego 2021 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Jacek ma n kart ponumerowanych kolejno liczbami 1, ..., n, ktore
uktada na stole w rzedzie, w dowolnej wybranej przez siebie kolejnosci.
Jacek bedzie zdejmowac karty ze stotu w kolejnosci zgodnej z numeracja
kart: wpierw zdejmie karte o numerze 1, potem karte o numerze 2, i tak
dalej. Zanim Jacek zacznie zdejmowac¢ karty, Placek koloruje kazda z
kart na czerwono, niebiesko lub zo6tto. Udowodni¢, ze Placek moze po-
kolorowa¢ karty w taki sposob, ze podczas ich zdejmowania przez Jacka
w kazdym momencie spetniony bedzie nastepujacy warunek: pomiedzy
dowolnymi dwiema kartami tego samego koloru znajduje sie co najmniej
jedna karta innej barwy.

Rozwiazanie:

Odwracamy bieg czasu: wyktadamy na stot karty, zaczynajac od karty;,
ktora jako ostatnia zostata zdjeta ze stohu. Pierwszg wytozong karte ko-
lorujemy na dowolny kolor (na przyktad na niebiesko). Kazda nastepna
wytozona karte kolorujemy zgodnie z nastepujaca reguta:

e Jedli wyktadamy karte na poczatek lub koniec rzedu, kolorujemy ja
na kolor rozny od koloru karty lezacej obok.

o Jesli wyktadamy karte pomiedzy dwie karty, ktore lezg juz na stole,
kolorujemy te karte na kolor rézny od koloréw tych dwoch kart.

Tak otrzymane kolorowanie spelnia warunki zadania. O]

2. Punkt P lezy na boku C'D réwnolegtoboku ABCD, przy czym
IDBA = $CBP. Punkt O jest érodkiem okregu przechodzacego przez
punkty D i P oraz stycznego do prostej AD w punkcie D. Wykazaé, ze
AO = 0C.

Rozwiazanie:

Sposéb 1. Poniewaz < PCB = ¥DAB oraz <{DBA = <CBP, trbj-
katy PCB i DAB sg podobne. Stad

AD _ PC
AB  BC’

Niech o bedzie okregiem o $rodku w punkcie O i promieniu r = OD.
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa i twierdzenia o potedze punktu
wzgledem okregu, otrzymujemy

AO? —r2 = AD?> = AD - BC = AB - PC = DC - PC = OC? — 2,

Wiynika stad, ze AO = OC.

Sposéb 2. Oznaczmy a = AB = DC,b = AD = BC oraz r = OD =
OP. Trojkaty ABD i C'BP sg podobne, gdyz maja takie same katy.
Wynika St%d, 262 g—g = D4 zatem PC = BCD2A — % Wobec tego
DP =a— % = % Niech S bedzie srodkiem odcinka D P. Odcinki OS
i DP s prostopadte. Zastosujemy kilkukrotnie twierdzenie Pitagorasa.

Mamy AO? = AD? 4+ DO? = r? + b2, a zatem




3. Dodatnie liczby calkowite a,b, z spetniaja zalezno$é ab = 2% + 1.
Udowodni¢, ze istnieja takie dodatnie liczby catkowite z, vy, ze

a 2 +1

by +1

Rozwiazanie:
Niech x = z + a oraz y = z + b. Mamy wtedy

?+1  (z4a)’+1 22+1+4+2za+d*
y2+1  (z4b0)2+1  224+1+220+02
ab+2za+a*>  ala+b+2z) a

ab+22b+02 bla+b+22) b
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4. Dane sg takie liczby rzeczywiste x,y, ze x #0, y #0, xy + 1 # 0
oraz x+y # 0. Przypusémy, ze liczby x+ < 4y + i oraz ¥¥ + & +1° + y%,
sa wymierne. Udowodnié¢, ze wowczas liczba 22 + :C% +y*+ y% jest rowniez
wymierna.

Rozwiazanie:

1 1
Niech X =z + — oraz Y = y + —. Poniewaz
x Yy

X2 +Y?2=22+ 1

1
ﬁ+y2+?+4,

wystarczy pokazaé, ze liczba X2+Y? jest wymierna. Z zalozenia zadania
liczby X 4+ Y oraz

1 1 1 1
X3+Y3:x3+3+y3+3+3<x++y+>
z Y z Y
sg wymierne. Zauwazmy, ze

X+Y =(z+y) <1+x1y> - ($+yl(;+xy) £0.

Liczba
XA 4Y?

X+Y
jest wigc wymierna. Wymierna jest réwniez liczba b = (X + Y)2. Stad
otrzymujemy wymiernosc¢ liczby

= X2 XY +Y?

2a+ b

=X?4+Y>
3 +

5. Wyznaczy¢ najwieksza dodatnig liczbe catkowita m o nastepuja-
cej wlasnosci: na ptaszczyznie istnieja takie prostokaty A, ..., A, oraz
By, ..., B,, kazdy o bokach rownolegtych do osi uktadu wspoétrzednych,
ze prostokaty A; oraz B; sa rozltaczne dla wszystkich i € {1,...,n},
ale prostokaty A; oraz B; maja punkt wspoélny dla wszystkich ¢,7 €
{1,...,n}, i #j.

Uwaga: Przez punkty naleZgce do prostokgta rozumiemy wszystkie
punkty lezgce badZ w jego wnetrzu, bgdZ na ktorymkolwiek z jego bokow,
rowniez jego wierzchotki.

Rozwiazanie:

Najwieksza liczba spelniajaca warunki zadania jest n = 4. Ponizszy
rysunek przedstawia przyktad dla n = 4.

Alng

Ay

I
&

A3 =B

Przypusémy, ze prostokaty A, ..., A; oraz By, ..., B, spelniaja wa-
runki zadania. Liczbe i € {1,...,t} nazwiemy zachodniq, jesli wszystkie
punkty nalezgce do prostokata A; maja $cidle mniejsze wspodtrzedne x
od wszystkich punktéw nalezacych do prostokata B;. Analogicznie defi-
niujemy liczby pdinocne, wschodnie i potudniowe.

Ae




W sytuacji przedstawionej na powyzszym rysunku w jest liczbg zachodnig,
n jest liczbg péinocna, e jest liczba wschodnia, a s jest liczba poludniows.

Zauwazmy, ze skoro prostokaty A; oraz B; sa roztaczne, to kazda licz-
ba i € {1,...,t} jest zachodnia, péinocna, wschodnia lub potudniowa
(przy czym dwie z tych alternatyw moga zaj$¢ jednoczesnie). Z drugie;
strony, przypusémy, ze dwie rézne liczby i,5 € {1,...,t} sa jednocze-
$nie zachodnie i rozwazmy dowolne dwa punkty (z,y) € A; N B; oraz
(«',y') € A; N B;. Zachodnios¢ liczby ¢ wowcezas implikuje, ze z < 2/,
za$ zachodnios¢ liczby j implikuje, ze '/ < x, sprzecznosé. Analogicznie
dowodzimy, ze istnieje co najwyzej jedna liczba péiocna, co najwyzej
jedna wschodnia i co najwyzej jedna potudniowa. Wynika stad, ze ¢ < 4.

6. Niech p > 5 bedzie liczbg pierwsza. Rozwazmy funkcje zadana
wzorem
f(x1, ..., xp) =21 + 229 + ... + D).

Niech Ay oznacza zbiér tych permutacji (ay,...,a,) zbioru {1,...,p},
dla ktérych liczba f(as,...,a,) —k jest podzielna przez p oraz a; # i dla
wszystkich i € {1,...,p}. Wykazaé, ze zbiory A; i Ay maja tyle samo
elementow.

Rozwiazanie:

W ponizszym rozwigzaniu wszystkie przystawania rozwazane sg mo-
dulo p. Oznaczmy [p] = {1,2,...,p}. Zdefiniujmy funkcje o: [p] — [p]

wzorem
4 24 dlai=1,2,..., 821
o(i) = { - prl pts
20 —p dlai=F= 22 p

Whprost z okreslenia funkcji o wynika, ze jest ona bijekcja oraz ze o (i) =
2i dla kazdego i € [p].

Rozwazmy funkcje g przyporzadkowujaca permutacji (xq, xa, ..., xp)
permutacje

g(x1,29,. .., 2p) = (0(:10071(1)), 0(:17071(2)), . ,O'(f[‘ofl(p))> .

Wystarczy dowiesé, ze g jest bijekcja zbiorow A; i Ay, wyniknie stad
bowiem, ze zbiory te maja tyle samo elementéw.

Po pierwsze, f(x1,...,2,) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy
f(g(x1,22,...,2,)) = 4. Wynika to z nastepujacego rachunku:

p p
(@, ... 2p) = io(x,10)) =D o(i)o(x;) =D (2i)(22;)
i=1 i=1 i=1
p
=4 iz, =Af(z1,. .., Tp).
i=1
Po drugie, permutacja (x1,s,...,x,) nie ma punktow statych (tzn.

x; # i dla kazdego ¢ € [p]) wtedy i tylko wtedy gdy g(x1, 2o, ..., x,) nie
ma punktéw statych. Istotnie,

Viepla #1 <= Viepo(x) #o0(i) < Viep o(r,14) # i

Z powyzszych dwoch obserwacji wprost wynika, ze (z1,22,...,2,) €
Ay wtedy i tylko wtedy gdy g(x1,x9,...,2,) € Ay Do dokonczenia
rozwigzania wystarczy wiec pokazac, ze g jest roznowartosciowa.
Rozwazmy dwie rdézne permutacje (z1,%2,...,2%p), (Y1,Y2,- -, Yp).
Wtedy dla pewnego indeksu i mamy z; # y;. Poniewaz o jest bi-
jekcja, ¢ = o7!(j) dla pewnego j. W takim razie otrzymujemy ko-
lejno x,-1(jy # Yo-1(j) 0raz o(xs-1(;)) # 0(Yo-1(;)). Stad wniosek, ze
g(z1, 29, ...,2p) # 9(y1, Y2, - . -, Yp), co dowodzi réznowartosciowosci. [



