LXXII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

7 kwietnia 2021 r. (pierwszy dzieh zawodow)

1. Dana jest dodatnia liczba catkowita & > 2. Niech pq, po, . .., pr beda k najmniejszymi licz-
bami pierwszymi i niech N bedzie ich iloczynem. Wykazaé, ze w zbiorze {1,2,..., N} do-
ktadnie potowa elementéw jest podzielna przez nieparzyscie wiele sposrod liczb py, . . ., px.
Przykiad. Mamy p; = 2, po = 3, p3 = 5, a zatem dla k = 3 jest N =2-3-5 = 30.
Liczba 12 dzieli si¢ przez 2 i przez 3, zatem jest podzielna przez parzyscie wiele sposrod
liczb p1, p2, p3-

2. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Dla kazdej pary liczb catkowitych ¢, 5 spetniajacych
0 <i < j < n dana jest liczba rzeczywista f(i, ), przy czym speinione sa warunki:

e f(i,i) = 0 dla wszystkich liczb catkowitych i spetniajacych 0 < i < n;

e 0< f(i,1) < 2max(f(i,7), f(j, k), f(k,1)) dla wszystkich liczb catkowitych i, 5, k, 1
spehiajacych 0 < < j <k <l < n.

Udowodnié¢, ze

3

k=1

3. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag w. Punkt P lezy na okregu w i jest rézny
od punktéw A, B,C. Proste AP i BC' nie sa réwnolegte i przecinaja sie w punkcie D.
Podobnie proste BP i AC przecinajg sie w punkcie F, zas proste CP i AB przecinaja
siec w punkcie F. Niech punkt X bedzie rzutem D na prosta przechodzaca przez srodki
odcinkow AP i BC, punkt Y rzutem E na prosta przechodzaca przez srodki odcinkéw
BP i AC, za$ punkt Z rzutem F' na prosta przechodzaca przez srodki odcinkow C'P
i AB. Punkt @ jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie XY Z. Dowies¢, ze wszystkie
punkty ) odpowiadajace réznym potozeniom punktu P na w, leza na jednym okregu.

Informacje dla uczestnika zawoddow

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu nie nalezy
pisa¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy podniesé¢
reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnodci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej oceny
Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystac z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych urzadzen
elektronicznych.
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4. Udowodni¢, ze dla kazdej pary dodatnich liczb rzeczywistych a, b oraz dla kazdej dodatnie;j

liczby catkowitej n zachodzi nieré6wnosé

2n —2

(a+0)" —a" =0 > =

ab(a + b)"?

. Dany jest sze$ciokat wypukty ABCDFEF, w ktorym <FAB + <BCD + <DEF = 360°
oraz SAEB = <ADB. Zatézmy, ze odcinki AB i DFE nie sg réwnolegte. Wykazaé, ze
srodki okregéw opisanych na trojkatach AFE, BCD oraz punkt przeciecia prostych AB
i DFE leza na jednej prostej.

. Dana jest liczba catkowita d > 2 oraz okrag w. Jas narysowal pewng skonczona liczbe cie-
ciw okregu w. Spetniony jest przy tym warunek: kazdy koniec kazdej narysowanej cieciwy
jest koncem co najmniej d roznych narysowanych cieciw. Dowies¢, ze istnieje narysowana
cieciwa, ktora przecina co najmniej I innych narysowanych cieciw. Przyjmujemy, ze
cieciwy o wspolnym koncu przecinajg sie.

Uwaga: Dowdd, ze pewna narysowana cieciwa przecina co najmniej & 1nnych narysowa-
nych cieciw bedzie nagradzany dwoma punktami.

Informacje dla uczestnika zawodow

. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu nie nalezy
pisa¢ rozwiazan réznych zadan.

. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy podniesé
reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej oceny
Komitet uniewazni prace.

. W czasie zawodow nie wolno korzystacé z kalkulatoréw, telefonéw komorkowych i innych urzadzen
elektronicznych.
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